本 书 是 学 习 数 学 分 析 课 程 的 一 本 极 好 的 辅导 书 , 分 上 .下 两 册 ,编写 顺序 
与 一 般 的 数学 分 析 教 材 间 步 ,本 册 内 容 包括 实数 与 数列 极限 ,函数 .极限 与 连 
续 性 ,导数 与 微分 ,微分 中 值 定理 与 利用 导数 研究 函数 ,不 定 积分 , 定 积分 及 
其 应 用 等 ,在 归纳 内 容 、 释 疑 解难 的 基础 上 ,用 大 量 、 全 面 的 例题 为 读者 诠释 
概念 ,演绎 技巧 ,举证 方法 ,通过 学 习 它 ,读者 可 以 循序 渐进 地 融会 知识 ,理解 
概念 ,熟悉 技巧 和 掌握 方法 . 因此 ,读者 有 必要 认真 学 习 本 书 , 通 过 它 化 教科 
书 上 的 抽象 概念 为 自己 的 切实 有 用 的 知识 . 

希望 本 书 能 成 为 你 的 良师益友 ,欢迎 你 选用 本 系列 从 书 . 
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数学 分 析 是 高 等 学 校 数 学 专业 的 主要 基础 课程 . 对 初学 者 来 
说 ,数学 分 析 课 程 的 概念 难 仅 ,方法 抽象 , 解 题 难以 人 手 , 思 维 难 以 
展开 . 为 了 帮助 大 家 学 好 数学 分 析 ,解决 学 习 中 的 困难 ,指导 学 习 
的 方法 ,提高 学 习 的 效率 ,我 们 编写 了 本 书 . 

为 了 使 读者 能 循序 渐进 , 扎 扎 实 实地 从 理论 上 、 思 维 上 、 方 法 
上 掌握 数学 分 析 的 概念 与 内 容 、 方 法 及 技巧 ,我 们 采用 与 教材 同 
步 、 以 章节 为 序 的 方法 ,对 问题 逐个 地 进行 讨论 .分 析 、 举 例 、 归 纳 ， 
在 提升 知识 .解析 疑难 的 基础 上 ,用 大 量 的 例题 为 读者 诠释 概念 、 
演绎 技巧 .举证 方法 ,使 读者 通过 例题 边 分 析 、 边 练习 、 边 讨论 、 边 
总 结 , 从 而 更 好 地 融会 知识 、 理 解 概念 .熟悉 技巧 和 掌握 方法 ,将 书 
本 上 的 抽象 理论 真正 化 为 自己 的 切实 有 用 的 知识 ,更 为 后 续 课 程 
打下 良好 的 数学 基础 . 

本 书 不 像 某 些 重点 讲授 方法 的 参考 书 那样 ,以 问题 归 类 来 讨 
论 方法 . 因此 希望 读者 学 习 以 后 ,自己 做 一 些 归纳 提高 整理 加 工 
的 工作 ,以 增强 自己 的 实践 能 力 . 

数学 分 析 的 题目 浩如烟海 ,编者 只 能 选编 其 中 一 小 部 分 比较 
普遍 的 和 比较 典型 的 献 给 读者 . 有 些 例题 是 为 了 举证 方法 而 选用 
的 ,因此 不 一 定 是 该 例 的 最 佳 方法 . 本 书 以 较 多 的 篇 幅 来 讨论 命题 
的 论证 ,这 是 数学 分 析 的 理论 基础 ,但 也 用 了 相当 篇 幅 来 叙述 计算 
方法 ,希望 能 以 此 提高 读者 的 计算 和 证 明 能 力 ， 
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第 一 节 ”实数 的 表示 与 实数 系 的 连续 性 


主要 内 容 


一 、 实 数 的 表示 
1. 全 体 有 理 数 与 全 体 无 理 数 所 构成 的 集合 称 为 实数 集合 , 记 
作 
R 一 (x|zx 是 有 理 数 或 无 理 数 }). 
2. 任何 一 个 实数 都 可 用 无 尽 小 数 表示 . 其 中 任何 有 理 数 都 可 
以 表示 为 无 尽 往 环 小 数 ( 有 尽 小 数 视 作 后 面 有 无 尽 个 等 的 循环 小 
数 ) ,任何 无 理 数 都 可 以 表示 为 无 尽 小 数 . 
3. 实数 分 为 非 负 实数 与 负 实 数 . 任何 非 负 实数 大 于 任何 负 实 
数 . 
对 任意 两 个 实数 < 和 65, 必 有 且 只 有 以 下 三 种 情形 之 一 ( 称 为 
三 歧 性 ): 
a>b, a=6b, a 人 < bh. 
4. 有 尽 小 数 在 实数 系 中 处 处 稠密 . 
设 a 和 6 是 实数 ,a 二 5, 则 存在 有 尽 小 数 c, 满 足 a 二 cc 二 Wb. 
5. 实数 的 绝对 值 定义 为 
| = | _ 了 着 是非 实数 ， 
一 +， 在 工 是 负 实 数 . 
一 工 称 为 z 的 相反 数 , 堆 的 相反 数 是 零 本 身 . 


NG {| 1 


二 实数 系 的 连续 性 

1. 对 于 实数 集合 中 的 任何 的 分 割 (Dedekind)A1A', 存 在 产 
生 这 个 分 割 的 实数 PB, 这 个 数 8;:1) 或 是 下 类 A 中 的 最 大 数 ;2) 或 
是 上 类 A' 中 的 最 小 数 . 

此 性 质 称 为 实数 系 的 连续 性 ,或 完备 性 、 密 接 性 . 

2. 实数 集 R 的 各 种 子 集 , 简 称 为数 集 . 

设 上 为 一 非 空 数 集 , 奢 3] ME R, 使 VY x Ek, 有 x 三 MM, 则 称 
NM 为 上 的 一 个 上 界 ; 丰 了 jj ER, 使 VY x Ek, 有 这 之 芭 , 则 称 zx 为 
上 的 一 个 下 缠 . 既 有 上 界 又 有 下 界 的 数 集 已 , 称 为 有 界 集 . 即 

上 为 有 界 集 >] XX 放 0, 使 YrxEE, 有 |x| 声 久 . 

E 的 上 办 中 的 最 小 数 , 称 为 数 集 E 的 上 确 界 , 记 作 sup;E 的 
下 界 中 的 最 大 数 , 称 为 数 集 的 下 确 界 , 记 作 infE. 

3. 确 界 存在 定理 一 一 实数 系 连 续 性 定理 ” 非 空 有 上 界 的 数 
集 必 有 上 确 界 , 非 空 有 下 界 的 数 集 必 有 下 确 界 . 

4. 非 空 有 内 数 集 的 上 (下 ) 确 界 是 惟一 的 . 


疑难 解析 


1. 数 集 的 最 大 数 与 最 小 数 同 数 集 的 上 确 界 与 下 确 界 有 什么 
关系 ? 

答 ” 设 上 为 一 数 集 , 如 果 j BE EE, 使 Y x EE 有 rr 声 B, 则 
称 6 是 上 的 最 大 数 ;如 果 3 aE€ ,使 Y x EE, 有 Xx 之 a, 则 称 a 是 
上 的 最 小 数 . 

二 上 的 上 、\ 下 界定 义 比较 , 知 其 区 别 在 于 :a 与 8 是 属于 EE 的 ， 
而 天 的 上 、 下 界 是 属于 R 的 ,可 能 不 属于 E, 所 以 ,上 、 下 确 界 可 能 
不 属于 已 

的 上 界 的 全 体 不 可 能 有 最 大 数 ,一 定 有 最 小 数 , 即 上 确 界 ; 
上 的 下 界 的 全 体 不 可 能 有 最 小 数 ,一定 有 最 大 数 , 即 下 确 界 . 

2. 为 什么 要 引入 确 界 概念 ? 

ae 2 . 


答 。” 因为 ,对 有 限 数 集 £, 必 有 最 大 数 maxE 和 最 小 数 minEk， 
它们 分 别 为 数 集 E 的 上 边 边界 和 下 边 边 界 . 但 当 数 集 为 无 限 集 时 ， 
最 大 数 与 最 小 数 就 有 可 能 不 存在 . 因此 ,需要 找 出 一 个 数 作为 它 的 
上 边 ( 下 边 ) 边界 . 

大 无 限 数 集 上 方 ( 下 方 ) 无 界 , 则 没有 上 边 ( 下 边 ) 边界 . 者 无 
限 数 集 有 上 (下 ) 界 , 且 存在 最 大 (小 ) 数 , 则 此 最 大 (小 ) 数 即 为 此 
数 集 的 上 边 ( 下 边 ) 边界 ; 硅 不 存在 最 大 (小 ) 数 , 则 可 以 用 其 上 
(下 ) 确 界 来 作为 上 边 ( 下 边 ) 边界 . 如 无 限 数 集 {n/G 十 1)1|n E€ 
N} 没有 最 大 数 , 但 有 上 界 , 则 其 上 确 界 sup{n/G 十 1)lnE€N}= 
1 可 作为 数 集 的 上 边 边界 . 

为 外 , 求 开 区 间 (a,6) 长 度 的 问题 也 要 利用 上 、 下 确 界 来 解 
决 . 因为 , 开 区 间 (a,6) 是 有 界 的 无 限 集 , 没 有 最 大 数 , 也 没有 最 小 
数 ,也 有 上 确 界 6 和 下 确 界 a. 以 a 和 wb 作为 数 集 的 下 边 边 界 与 上 边 
边界 ,就 可 求 得 开 区 间 (a,6) 的 长 度 a 为 

4 一 suptrlaea<7z< pb 一 inffzla<< rr< ob) 
一 Subty 一 TVYzyeE(aspy>>T) 一 6 一 a. 

由 上 可 见 , 引 入 确 界 概念 可 以 更 好 地 描述 实数 的 连续 性 ,并 日 
给 证 明 问 题 带 来 许多 方便 . 

3. 试 叙 术 上 (下 ) 确 界 的 等 价 命题 . 

党 ” 数 集 EE 的 上 确 界 supE = 8 有 三 种 等 价 命 题 ,它们 是 : 

z VXrE E>r Bb; 

人 | E>0,4 rE EB — ee< ro. 

VrE FF>r pb; 

2 | Tr< b,j zx, €E Er < ro. 

(3) 8 一 min(tyl|YrEEz 委 》), 即 数 集 已 的 上 确 界 8 是 数 
集 上 的 上 界 所 构成 数 集中 的 最 小 数 . 

类 似 地 ,可 写 出 下 确 界 infE = a 的 等 价 命题 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 的 例题 绝 大 多 数 是 证 明 题 ,因此 必须 对 概念 十 分 熟悉 和 
理解 .证 明 可 以 从 正面 进行 ,也 可 以 从 反面 进行 .一 般 , 当 问题 从 正 
面 不 易 人 手 时 ,可 考虑 利用 反 证 法 证 明 . 

一 .最 大 数 与 最 小 数 

例 1 设 c 为 正 整 数 ,而 不 为 整数 的 平方 , 且 分 割 41B 确定 实 
数 c. 其 中 吾 类 包含 所 有 合 于 娠 盖 < 的 正 有 理 数 0,4 类 包含 所 有 其 
余 的 有 理 数 .求证 :4 类 中 无 最 大 数 ,B 类 中 无 最 小 数 . 

证 ”在 4 类 中 任 取 有 理 数 a 二 0, 则 a 二 c. 设 r= 二 cc 一 a?, 选 


取 有 理 数 ,使 0 之 x 之 1, 且 (a 十 zx)* 之 c. 这 在 0 之 zx 过 二 寺 了 
时 即 可 实现 ,因为 
c 一 (aa 十 7T) =ro 2ar—r >r (a 1)r > 0. 
取 6 = min {1, 和 二 4 , 则 在 (0,6) 中 任 取 一 有 理 数 =, 都 有 (2 十 
ZX) <c, 所 以 < 十 工 属于 4 类 , 且 < 十 z>a,* 即 4 类 中 无 最 大 数 . 
在 BB 类 中 任 取 一 有 理 数 6, 设 ;= 二 一 c. 选 取 有 理 数 y, 使 0 一 
y<6b,BG— yy) > ec 这 在 0< y 过 充 时 即 可 实现 ,因为 
(by —c=s~— by+y>s— 20y>0, 


一 《人 


6 人 过 | , 则 在 (0,e) 中 任 取 一 有 理 数 ,有 (5 一 2 
> c, 所 以 5 一 y 属 于 B 类 ,上 且 4b 一 yy 二 4b, 即 B 类 中 无 最 小 数 . 

例 2 设 A= {zjr 夺 0 或 x 二 >0, 且 x 二 2,7 € Q)， 

B= {rr>>0,f x > 2,7 € Q)}, 

其 中 Q 为 有 理 数 . 证明 :A 类 中 无 最 大 数 ,B 类 中 无 最 小 数 . 

证 ”利用 例 1, 令 c= 2, 即 可 证 出 .请 读者 一 试 . 

例 3 设 a< 委 c 委 0 证 明 :|c| 志 max{l|al,161}. 

生 4 所 


取 e = min 


证 ”因为 
max{laj,|b|}) 宇 |b| 之 6 和 宇 i， 
一 max{|a|,ib|} 二 ja| 夸 a 志 6， 
所 以 |c| 委 max(|<| 461}. 
例 4 设 max{la 十 5b1,1a 一 51}) 二 1/2, 求 证 : 
al = 1/2, 16| < 1/2. 
证 ”用 反 证 法 . 设 la|l > 1/2，,120| 之 1/2. 
(1) 设 0 二 a 二 5, 则 
1/2 之 lel 之 a+ 6]),1/2 过 16| 过 1a 十 51]， 


从 而 max{la 十 61,]a 一 6|} > 二 ,引出 矛盾 
(2) 设 a 三 565 二 0, 则 
1/2 过 latilat+b), 1/2<I6l<1ia+6l, 
从 而 max{|a 十 6|,|a 一 5} 二 1/2, 引 出 矛盾 . 
(3) 设 a 三 0 过 5, 则 
1/2 之 la[ 过 Zia-6b|, 1/2< 之 6bl 二 1a 2|, 
从 而 maxtjlae 十 bla 一 站 >>1/2, 引 出 歼 盾 . 
综 上 所 述 可 知 , 必 有 max{la 十 51,|a 一 51} 过 1/2. 
例 $ 证 明 :Ya'oER, 有 
max(tja 十 2 一 和 1 一 0 之 172. 
证 ”用 反 证 法 . 设 max{|a 十 b|,la 一 5|,|1 一 56|} 过 1/2. 
由 例 4 知 ,此 时 有 |a| 二 1/2,16| < 1/2, 因 而 
上 1 一 外 之 1 一 外 >>17/2， 
与 所 议政 眉 . 故 命题 必 成 立 . 
二 、 上 .下 确 界 的 命题 
例 6 证 明 ; 厂 数 集 5 的 上 (下 ) 确 界 存 在 , 则 它 必 惟 一 存在 . 
证 用 反 证 法 . 设 p 和 gg 是 上 的 上 确 界 , 且 p 关 6 = 
gp)/2, 则 YXE ErEPp<g 一 (一 Pp)/2 二 4 一 0, 这 与 
4 为 E 的 上 确 界 牙 盾 . 故 必 有 p= g, 即 数 集 E 的 上 确 界 是 惟一 的 . 


). 


类 似 可 证 , 数 集 的 下 确 界 也 赴 惟 一 的 . 


例 7 设 E= 人 2 | , 求 supEE,inf 尼 , 问 ; 


9 » 3 9 ? ) 十 1 
minE 与 maxE 是 否 存 在 ? 


解 用 全 他 和合 
站 二 ,所 以 ,supE = 1. 


由 玉 二 (1 — 广 ) 是 单调 增加 的 知 ,minE 一 二 土 ,maxE 不 存在 . 


例 8 设 E= {rjrzE€EQ; 且 x 过 2,x 这 0), 证 明 ;E 有 上 界 ， 
但 在 Q 内 没有 上 确 界 . 

证 ”天 有 上 界 是 显然 的 .例如 ,2 就 是 的 一 个 上 界 . 

用 反 证 法 证 明 E 在 Q 内 无 上 确 界 . 


设 上 在 QQ 内 有 上 确 界 ,supEk = — (m,n E N+, 有 日 区 ,nn 互 质 )， 


则 有 1 < | 芯 | 3. 因为 有 理 数 的 平方 不 可 能 等 于 2, 就 出 现下 列 
两 种 可 能 ， 


2 2 
D1<| 芭 | < 天光 一 4, 则 0 过 1 之 1. 令 + 


cmt* 有 广 十 "之 0, 且 寺 十 rE Q. 


2 -一 二 st 
由 于 ， = sit , 且 袍 st < , 得 


十 中 aa 


由 此 可 知 ,二 十 + € Q, 与 六 是 Q 的 上 确 界 矛盾 . 


| -2 一 让 则 0<: < 一 1 令 r 一 


in 


(2) 2<<| 世 | < 一 3. 若 记 | 六 


e fy。 


i Hl 天 
一 1, 有 一 一 > 0, 二 一 rrEQ. 
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2 
nn AE 


Zn 
由 于 一 7 二 


一 中 一 2=” 一 宪 +1>0. 


nn 


由 此 可 知 ,二 一 "也 是 Q 的 上 界 ,与 二 是 Q 的 上 确 界 矛 盾 . 

综 上 所 述 知 ,在 Q 内 无 上 确 界 . 

例 9 设 = {rx’ 过 2,x € Q), 验 证 

sup= V2, inf=— v2. 

证 ”因为 Y EE, 由 Xx? 过 2 可 得 z 二 XY2 二 V2 是 的 一 
个 上 界 . 义 取 任 4a 二 2 知 , 依 有 理 数 集 的 稠密 性 ,在 (a, V 2 ) 中 一 
定 存 在 有 理 数 ,使 (7)? 过 2, 从 而 知 x EE EE, 且 a 二 x'=>a 不 是 
EE 的 上 界 .于 是 , 依 定义 知 supE = 二 v 2. 

类 位 可 验证 ,infE = 二 一 v2. 

注意 ” 例 9 与 例 8 并 不 矛盾 . 例 8 是 指 E 在 Q 内 无 上 、 下 确 界 ， 
即 确 界 定理 在 Q 内 不 成 立 . 

例 10 设 { 一 zx) 是 一 数 集 , 所 含 数 是 与 x € {x} 符号 相反 的 
数 ,证 明 ， : 

(1) inf{— xz} 一 一 suptzj) (2) sup{— zx} =— inf{z). 

证 (1) 设 sup{r} 二 6,6 为 有 限 实数 .因而 ,Y 数 集中 的 所 有 

7 有 工 生 0 又 对 任 给 的 二 0, 数 集中 必 有 x, 使 + 汪 56 一 &. 

由 于 0 之 了 , 故 一 2 委 一 习 又 3 使 > 一 <s 则 必 村 一 Z， 
使 一 + 二 一 4 十 &. 因 为 数 集 {一 x} 具有 上 述 性 质 , 所 以 

inf{— zx} =— b=— sup{r}. 
同 理 可 证 三 十 ce 的 情形 . 
(2) 类 似 可 证 ,sup{ 一 7} = 二 一 in{f{x}. 


例 11 设 有 数 集 A44,B, 知 EE 二 4 UB, 证 明 : 

(1) supE = max{supA,supB,); 

(2) infEk = min{inf A ,infB)}. 

证 《1) 看 4,B 中 至 少 有 一 个 无 上 界 , 则 巨 也 无 上 界 , 等 式 
变 为 十 ee 一 十 co. 

奇 4,B 都 有 上 界 , 并 设 E 的 上 界 为 supE, 则 由 E=AUB,z 

CE A( 或 +€ B)=>x € E. 于 是 ,z+ 世 supE, 即 数 supE 是 数 集 4( 或 
PB) 的 一 个 上 界 , 而 数 supA( 或 supB) 是 4A( 或 B) 的 最 小 上 界 . 故 有 
sup4( 或 supB) 委 supE. 从 而 证 得 

supEk 之 max{supA,supB)}. 

又 由 VE 天) 有 7zrE4( 或 > 六 和 已 ) 定 2 魏 sup4( 或 之 执 
supB),B x 委 max{supA,supB}. 从 而 证 得 

supE max{supA,supB)}. 

绎 合 上 面 两 个 不 等 式 , 知 supE = max {supA ,supB} 成 立 . 

(2) 类 似 可 证 . 

例 12 设 tz 十 y} 为 所 有 z 十 > 这 些 和 的 集合 ,其 中 zE {x) 
及 y € (>》 证明: 

(1) inftzr 十) 一 inf(z)》 + in{f{y)}; 

(2) suptT 十 ?一 sup(z) + sup{y}. 

证 (1) 考虑 下 确 界 为 有 限 的 情形 . 

设 inf{x) 二 a,inf{y} = 6. 由 定义 知 ,a 志 x+, 有 VY 任 es 之 0, x 
使 z<a 二 ;6Sy, 且 VY 任 € 放 > 0,3 y ,使 y 之 6 十 元 .从 而 知 ， 
对 于 集 {x} 和 {y) 中 的 + 和 yy, 恒 有 a 十 5b 志 z 十 yy 又 IT 十 yy 之 a 
二 5 二 Ee, 故 inf{z 十 y)} = inf{x} 十 inffy } 成立， 

(2) 类 似 可 证 . 只 考虑 上 确 界 为 有 限 的 情形 . 

例 13 设 {xy} 为 所 有 zy 乘积 的 集合 ,其 中 ze {zr},y € 
(1, 且 xX 之 0,y 之 0. 证 明 等 式 ; 

。8 。 


(1) in{f{xy} = in{f {zx} » inf (y}; 

(2) sup {xXy} = sup{x} » sup{y}. 

证 ” (1) 设 下 确 界 为 有 限 值 ,inf{x) = a,infty} 二 b. 由 定义 
知 过 字 a 字 0,y 志 0 过 0, 且 Yese>0,3xzE(z)yyE(y)， 使 得 


rz 之 a 十 ,YY < 过 5 十 ;所 以 ，Xy 之 ab. 又 数 集 


3 
a 十 5b 十 1 二 二 


(zy 数 zy 使 


€ 
Ty < “十 二 + 5 和 


加 (a + pb)e es: 
OT oFoiit ro 


所 以 , 当 二 1 时 ,xy 过 ab 十 e. 即 证 得 
in{{xy} = in{ {x}inf{y)}. 

(2) 类 似 可 证 . 但 要 考虑 上 确 界 为 无 穷 大 和 有 限 值 两 种 情形 
特别 是 , 符 tz)} 仅 仿 元素 0, 而 sup{y} = 十 cc, 则 sup{zy} = 
sup{X)}。sup{y) 不 成 立 ， 

例 14 设 4,BSR, 是 非 空 有 界 集 , 证 明 : 

(1) AC Bn{B < nfA & supB.; 

(2) 如 末 Va€ A,YybEB,la 一 5b| 二 e, 则 

Isup4 — supB | < ce， linfA — infB| 才 e 

证 (1) 依 定义 ,VY ze A,infA 志 zx 志 suph, 又 因为 4B， 
所 以 ,YzEA4zrDinfB, 即 inf4 > infB. 

义 yZzE4z 委 sup4 委 sup, 故 命题 成 立 . 

(2) 依 定 义 ,VzrE4'inf4 委 zz 委 sub4iVYyxEBinfB 反 

< supB, 不 妨 设 X= infA,xj = supA,x, 一 Ba 
VaEt A,bE€ B,la—6| < e, 可 得 出 
rr), lr rn|<e 


即 |supA — supB| 寺 e, linfA ~ infB| 去 se 


第 二 节 ”实数 的 四 则 运算 与 实数 系 的 基本 性 质 


主要 内 容 


1. 设 a 和 5 为 实数 , 则 存在 惟一 实数 ,使 得 对 于 满足 条 件 : 
a 夺 a 革 ,pb 碾 B 的 任何 有 尽 小 数 a,a 和 BB,B', 都 有 a 十 6 
全 wa 十 PB', 于 是 实数 ww 称 为 实数 a 与 实数 6 的 和 , 记 作 十. 
实数 a 与 实数 5 的 差 定 义 为 4 与 一 5 之 和 , 即 a 一 =a 十 
(一 5b). 
2. 设 4a,b 为 非 负 实数 , 则 存在 唯一 实数 vv, 使 得 对 于 满足 条 
件 :0 三 a 三 a 二 a ,0 夺 Bb 人 PB 的 任何 有 尽 小 数 a,a 和 pp,B'， 
都 有 a8 迄 v 世 aB', 于 是 实数 v 称 为 非 负 实 数 a 与 实数 5 的 乘积 ， 
记 作 ab. 
任意 实数 a 与 实数 5 的 乘积 
lall5|， 如 果 a,6 同 号 ， 
一 lall61， 如 果 a,6b 蜡 号 . 
3 实数 集 R 是 域 . 在 实数 集 上 定义 了 加 法 与 乘法 , 且 满 足 : 
(1) 加 法 交换 律 VzyER,z 十 y 一 yy 十 工 
(2) 加 法 结合 律 YzyzER,(Cz 十 yy) 十 z 一 工 十 (十 z). 
(3) 存在 零 元 素 0, 使 十 0 一 工 
(4) 存在 负 元 素 一 Xz, 使 ZT 十 (一 xz) 二 0. 
(5) 乘法 交换 律 zy 一 >…z. 
(6) 乘法 结合 律 (zy) .zz 一 工 :(y，z). 
《7) 存在 单位 元 素 1, 使 T.，1=x. 
(8) 存在 道 元 素 x '!, 使 Tz，zx :== 1. 
(9) 乘法 分 配 律 xz，Gy 十 2z) 二 Ty 十 XT，z. 
»* 10。 


ab = 


4. 实数 域 是 全 序 域 ; 满 在 : 

(1) 三 歧 性 ”VY x,y € RR, 下 列 三 式 中 有 且 仅 有 一 式 成 并 : 
rT 二 y， 了 XYy， XY. 

(2) 传递 性 4 <， 二 cc 一 4 二 人. 

(3) 顺序 性 ”a 二 ba 十 cc 之 0 十 5. 
db, cc>0ac<<0 "LL. 


主要 内 容 


1， 三 角形 不 等 式 ” 设 wb 为 任意 实数 , 则 
lal el 志 lat+b| 三 lal 二 120], 
lal — lola—b| |al 十 | 
2. 伯 努 利 (Bernoulli) 不 等 式 ” 设 X 一 1,nE€ N+,n 之 2， 
则 
(1 十 TT)” 宇 1 十 nr. 
3. 柯 西 (Cauchy) 不等式 ” 设 底 ,Tz20 Ti;Y1)Y2，"…*，Y 为 两 
组 实数 , 则 


| Oy) <| 之 ,如 | 之 .3 
4. 平均 值 不 等 式 《” 设 cr，…z 为 元 个 正 实 数 , 则 
Var Sr 二 Ti 十 十 芭 ) 
当 且 仅 当 所 有 xz; 都 相等 时 ,等 号 成 立 . 
s， 赫 尔 德 (Holder) 不 等 式 。” 设 实数 p,q 满足 性 十 方 二 1 
且 ai,b; 为 非 负 实数 , 则 
.11 ， 


当 忆 > 1 时 ,> ob < ( Dat) ) "(Da)", 


当 p 二 1 时 ,之 /ai 之 ( De] “| 2)" 
仅 当 a 与 & 成 比例 时 ,等 号 成 立 

6. 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 不 等 式 。” 对 任意 的 实数 7 关 0， 
1;ai,b; 宇 0 GG 二 1,2,…,n), 有 


二 


> 1 D+) < (Se) + (Da), 


当 " < 1 >a 416)") "> (Ba) + (Pe) 
仅 当 4 与 4 成 比例 时 ， 等 号 成 立 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


在 数学 分 析 课程 中 ,不 等 式 是 证 明 许多 定理 与 公式 的 工具 ;而 
数 学 分 析 中 的 一 些 定理 和 公式 又 可 导出 许多 不 等 式 . 不 等 式 表达 
了 许多 数学 分 析 问 题 的 结果 ,而 不 等 式 的 证 明 又 蕴涵 着 许多 数学 
分 析 的 技巧 ,所 以 掌握 不 等 式 与 不 等 式 的 应 用 对 学 习 数 学 分 析 是 
十 分 重要 的 . 

例 1 证 明 三 角形 不 等 式 

ea lel<lat6l< lal + ol. 

证 因为 一 la|a<lal,— J6|<6< 6, 
所 以 — (al+ jodi+D)<lal+ ol, 
即 la+6| lal + jel. 
将 式 中 6 改 为 一 6, 上 式 仍然 成 立 , 所 以 

la—6l < Jal ol. 

由 于 la| = |(a ~ 65) + bl|, 

因此 lo 过 la 一 外 十 16lel 一 相近 le 一 外 
. 1 2 . 


将 式 中 心 改 为 一 6, 上 式 仍 然 成 立 ,所 以 
lal 一 jl < la 十 4 

综 上 所 述 , 即 得 三 角形 不 等 式 

lal 一 16 和 la 二 5 和 1al 十 161. 
(1) 由 于 a 一 61=16 一 a| 之 161 一 1a| 宇 一 (lal 一 461)， 
le 十 外 一 1 十 al 关 1 一 相关 一 (el 一 121)， 

所 以 得 到 绝对 值 不 等 式 : 

llal — jel| leatol < lal + ol. 


(2) 利用 数学 归纳 法 ,可 以 将 la 十 6| 志 la| 十 15| 推 广 到 个 
实数 的 情形 , 即 
la 二 a 二 十 a 和 al 二 [az| 十 … 十 |a,l. 
例 2 证明 不 等 式 
上 z 十 二 十 ze 十 十 zi 之 lz 一 Ci 十 lz 十 … 十 |zo). 
证 ”因为 ,由 三 角形 不 等 式 , 有 
Iz 十 (十 十 十 二 )| 宕 [|z| 一 | 十 w 十 十 区 ,|， 
又 lz 十 z 空 十 十 xz 和 委 lz 十 lz 十 …… 十 |z|， 
所 以 | 二 十 zz 十 … 十 xj 之 jz 一 避 z 十 上 zxs| 十 … 十 上,1). 
例 3 证 明 伯 努 利 不 等 式 
(1 十 Z) 之 1 十 nz 一 1 
证 ”用 数学 归纳 法 . 当 n= 二 1 时 ,上 式 成 立 . 设 对 一 1 ,有 
(1 十 7Z) :之 1 十 人 一 1)7z 成 立 , 则 
(1 十) 一 (1 十 ZL 十 ZJ) 之 1 十 (人 一 1)z 十 工 ) 
一 1 十 (一 11) 十 工 十 人 一 1) 达 之 1 十 AZ， 
即 对 一 切 目 然 数 ” 当 工 之 一 1 时 ,有 
(1 十 z) 之 1] 十 nx. 
例 4 设 nE€EN, 证 明 .: 
- | > 人 + 到 


1 一】 


1 十 1 


[+ 


。 13，。 


证 ”利用 伯 努 利 不 等 式 (1 十 x)” 之 1 十 nx, 有 


上 1 下村】 
1 十 二 | > - ,11 + 二 | > >1+ 一 ， 
n— |] nx:— 1] 71 


1 


1 ， 
p12 n(n— 1) 二 5 之 0;7 之 2. 所 以 


1 > 1+ 
nO— 1 nn 
议 实 数 a,b 满 足 |a| 二 1,16| 过 1. 证 明 ， 


a++b 
] 十 CO 


证 “在 要 不 等 式 成 立 , 应 有 


nH 二 1 


例 5S 


~ 1. 


Lt 
Bp 式 1 一 i > 0 和 1 十 全 二 人 > 0 应 同时 成 立 . 


因为 lal 入 1,|14< 过 1 所 以 <1 人 1 十 a0 盖 0, 将 上 述 两 式 
化 为 
1 十 ap 一 4 一 2 (一 ca) 一 0) 0， 
i+abiatb=(+a)(ldl+i+0o) > 0, 


显然 , 当 |4a| 二 1,16| 二 1 时 ,上 两 式 成 立 , 从 而 所 证 不 等 式 成 立 . 
例 6 证 明 柯 西 不 等 式 ; 设 do TY VY 9 为 两 组 
实数 , 则 


| ZT 去 | 之 之 . 
证 法 1 用 配方 法 . 由 
| 3 ) 2 一 | 之 jy 


= D> 人 一 Tiy; PT, 
(一 】 7 一 ] 


es。 14。 


| Fi 


天 时 
I™ 
， 
Ty > > iT 


| | 


2 


j=1 
当 Vi A 时 ,等 号 成立. 
证 法 2 用 二 次 三 项 式 的 判别 式 法 .由 于 
ot = Det Pry)t Dy 
. 一 | :i=l1 


所 以 ,判别 式 
| Zr 一 | > x?) ( > < 0. 


从 而 所 证 命题 成 江 . 
;,y, 是 实数 ,zi 之 之 之 .如 之 0. 又 
R 一 2， 


例 7 设 19 .2 
Xi 十 1 十 和 十 委员 二 和 十 十 
证 明 : 好 十 好 十 人 十 下 和 安 天 十 和 沽 十 和 十 各 
令 zl 一 0 内忧 一 t+l 乘 不 等 式 两 边 可 得 


证 As 
(tr 一 TICZI 十 十 … 十 xi) 
委 (人 一 DC 十 妇 十 … 十 和 Ah) 


对 k 作 1 到 的 和 ,得 
> < Ty 
两 边 平方 ,利用 柯 西 不 等 式 结论 ,得 
(Dari) el Pry < >i | 2 , 


k=1 


k=1 


即 
证 明 平 均 人 不等式 : 设 29 为 ni 个 正 实数 , 则 


HH Hi! 

A ~ » 

> 1 < > 1 
k=1 


例 8 


1 


To < 二 (7 十 十 … 十 和). 
当 ) 关 一 1,2 时 ,不 等 式 显然 成 立 . 
二 15 Li 


设 对 任意 交 一 1 工 个 正 实 数 , 命 题 成 立 . 
对 nn 个 正 实数 情形 ,我 们 重新 排列 它们 ,使 x, 为 其 中 最 大 的 一 


个 , 则 有 
n—1 
TCT 十 十 十 X17) 之 VCZITe 1， 


xz， 之 上 4 一 l 
i 
Xl 十 工 ; 十 … 十 -| 加 I 一 1)4 十 | 


7 


于 是 | 


天 


A 站 
,CO— < 


~ 


| 


天 


一 一 】 
一 A” Ti 


即 V Tix ST + Ta 十 十 工 ,) 
当 且 仅 当 所 有 的 xz; 都 相等 时 ,等 号 成 立 . 
例 9 利用 平均 值 不 等 式 证 明 
1 1 1 
+ <| 十 ] 
证 令 平均 值 不 等 式 


nn 十 1 
V TT TT SR ti tt “十 zx, 十 TX,+1) 


中 二 XxX 二 7 二 1] 十 一 ,x,t1 一 1, 则 上 式 成 为 


nn 叶 1 
VE+ 二 | 1< it+zj+I]- 和 


六 十 1 


4 )1 二 ,2 


1 nn 1 二 1 
+ < 人 + . 


例 10 设 ziTry 是 正 数 ,日 nn 之 1, 证 明 .、 


时 
/ nH 
TT 


工 + 工 ， 工 
A 


之 1 必 了 


es ] 


Bh 


化 为 上 过 - 


1 
Pi 


即 为 所 证 (只 需 将 z 改写 为 Zi). 
例 11 证 明 赫 尔 德 不 等 式 ; 设 实数 p,q 满足 二 + 一 -- ] , 且 
ai sb; 为 非 负 实数 , 则 


当 志 之 1 时 ， >a < < (D4) "(Da)”, 


当 户 < 1 时 ， > ob > D3 (>) 
仪 当 a 与 成 比例 时 ， 等 号 成 立 . 
证 ”利用 下 列 不 等 式 : 对 上 二 0, 有 
六 一 过 十 4 一 1 之 0 (x1 或 a 过 0)， 
上 一 过 十 aa 一 1 和 0 (0<~<a<=1). 
当 上 一 1] OE 


在 式 四 , 式 回 中 , 令 a 一 方 ,1 一 a 一 2 村 ,并 以 三 代替 4 得 


二 
9 


| 
ee 


© ©O 


Tl’ 1 工 1 > 1-。、 工 y 
一 之 一 一 一 一 > 个 户 Pp > 一 一， 
品 户 gg» pt 
1 1 
ry 之 4 +， p>>1， 
p q 
Bp 1 1 p 
fyr 之 二 十 二， 
TY 之 Ta 办 < 1 


。 7 。 


在 式 包 ) 中 ，, 令 
T= af/A, v= 0/B, 


其 中 4 一 >)4f,B 一 六 入 则 当 记 > 1 时 ,有 
二 
Qi ar pb! 


A7p B17 入 pA 十 7B ; 一 ] ,2,°** 7. 


< Da? 之 /从 
于 是 > ,ai < ABN 攻 i=1 
i =】 
— AWBY| 十 加 ( ap | Sb) a 
i=1 i=1 

类 似 可 证 之 < 1 时 的 不 等 式 . 

例 12 证 明 闵 可 夫 斯 基 不 等 式 : 对 任意 的 > 天 0, 1 及 ap 之 
OU (1 一 ] ;2,*… ,nn), 有 


+ + (>)™, 


:二 ] 


当 " 1 时 ,( (a 二 多 让 > (>)™ + (226)™. 


当 且 仅 当 4; 与 和 成 比例 时 ,等 号 成 立 
证 当 上 盖 工 时 ，, 今 人 


> = De tb’ = 2 Ci 十 bai b) 
r=] pe 
= > ,ai 十 So 
1=:1 1 一 1 
l ] 区 A 2 
又 令 p 二 79 二 一 了 ; 则 地 十 了 1 ,应 用 赫 尔 德 不 等 式 ,得 


> 站 + {22%) “(So) 
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不 等 式 两 边 同 乘 | > | (> 0), 得 


1 


, ， n J 
(2 = Dt) < [2 + (> 人 


类 似 可 证 -<< 1 时 的 不 等 式 . 
例 13( 加 权 平 均值 不 等 式 ) 设 TT 为 | 个 正 数 ,ai， 


,a 为 满足 > 一 1 的 正 数 , 则 有 


ll* < < Dar 


当 且 仅 当 >， 都 相等 时 ,等 号 成 立 . 
证 ”用 数学 归纳 法 . 当 ) 天 2 时 ,对 zi 盖 0z 盖 0 及 0<“ 


< 1 ,以 上 一 世代 入 例 11 之 式 包 ,得 

| 

印 ri < azl 十 (1 一 ca)Tz， 
故 , 当 二 2 时 ,不 等 式 成 立 . 
设 对 1 一 1, 不 等 式 成 立 . 


2 


| -a +e-1<0, 


A 
设 对 天 个 正 整 数 T19729"… 9 ，J 上 上 数 QQ 0 满足 > ,a -一 
1 一 


1. 又 令 ft. 一 Ti， Bb; 一 ai， 一],2 Nn 2, 
1 -1 一 本 yo Mf 1 Ma- ， PB, 一 ,1 十 Co- 
n—1 
则 y>0,B>0 且 >,8:= 


»—1 n—1 


疏 J] < 2p 


:= 1] 7 


一 La 
Sa Ti 十 (Ql 二 OT jar. 
t= |] f :一 1 


即 对 j ,不等式 也 成 立 . 所 以 ,加 权 平 均值 不 等 式 成 立 . 
例 14 证 明 : 行 rr…r 均 为 正 数 , 且 .zzz 二 1, 则 
1 十 Ta 十 … 十 之 几 . 
当 且 仅 当 x; 均等 于 1 时 ,等 号 成 立 . 

证 ”用 数学 归纳 法 . 对 = 1, 命 题 自然 成 立 . 设 对 nn 一 1, 合 
咒 成 立 . 

对 2 的 情形 . 设 工 Tz2…X, 二 1, 且 xX; 不 全 相同 . 重新 排列 诸 壕 ;， 
使 培 盖 1 < 雪 1 记 Ti 三 轴 , 则 由 zz 一 1 和 归纳 法 假 
设 敌 十 区 十 ZT 十 十 Ti 宇 n 一 1. 因此 

TT 十 TX 十 一 十 文 ， 
一 (yi 十 zi 十 zz 十 … 十 To 十 十 二 一 2 
之 1 十 Ti 十 zu 一 Ti 一 
一 1 十 (人 z 一 1 一 2) 全 玫 . 
日 见 ,对 的 情形 ,命题 也 成 立 . 

例 15( 契 比 雪夫 不 等 式 ) 设 4 之 4i 宇 之 a,b 之 by 之 … 

之 2, 则 


| 这 | | 6) < jab 
当 且 仅 当 ae; 都 相等 或 5 都 相等 时 ,等 号 成 立 . 
证 ”因为 


my va ~ 一 Sa, Sb, 一 > Sa — aib;) 
] 1 1 1 1 
一 2 Dp — ajb;) = 二 > > cx 二 ab;— aib; ~ ab) 
1 


-一 ly > co -一 aj) (0; TT 0b);) 之 0., 
1 1 
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第 四 节 ”数列 极限 与 收敛 数列 的 性 质 


主要 内 容 


1， 从 自然 数 集 N 到 R 的 一 个 映射 z:N 一 R, 称 为 实数 数列 ， 

可 以 记 作 
{Ta} :T19Z2 Ta 

或 称 为 整 标 困 数 f G1). 

2， 对 数列 {x,), 铬 存在 ME RR, 使 得 VY n EN,x, 碾 MN, 则 称 数 
列 {x,} 有 上 界 ,M 是 它 的 一 个 上 界 ;闪存 在 mm € R ,使 得 Yn EN， 
Zz, 之 71, 则 称 数列 {zx,} 有 下 界 ,mx 是 它 的 一 个 下 界 . 

大 数列 {zx,} 有 上 界 也 有 下 界 , 则 称 数 列 {zx,} 有 界 . 

3. 设 17,} 是 一 个 数列 ,a 是 一 个 确定 的 数 . 若 Ve<0, 自然 
数 往 ,使 当头 盖 人 六 时 ,都 有 

|z, 一 a| 天 e， 
则 称 数 列 {x,} 收 钙 于 a. 称 a 为 数列 的 极限 , 记 作 
"Tn 

4. 若 数 列 {x,) 收敛 , 且 以 零 为 极限 , 则 称 {z,} 为 无 穷 小 数列 . 

数列 {zx,} 收敛 于 a 的 充 要 条 件 是 : {x 一 a} 是 无 穷 小 数列 . 

$， 收 合 数 列 有 如 下 重要 性 质 . z 

(1) 惟一 性 “” 奋 数 列 {z,) 有 极限 , 则 极限 值 是 惟一 的 . 

(2) 有 和 界 性 。” 大 数列 {zx,} 收敛 , 则 {x,) 为 有 界 数列 . 

(3) 你 号 性 夺 数 列 {x,} 收 合 , 且 limzx, = a 之 0( 或 a 过 0)， 
则 对 任 一 满足 不 等 式 2 盖 x > 0( 或 0>w co) 的 3 自然 数 
入 ,使 当 六 全 六 时 ,人 > 半 0( 或 x 二 a' 一 0)， 

。21 。 


(4) 不 等 式 性 。” 车 数列 {7z,) 和 {y,} 都 收敛 , 且 习 某 自 然 效 

和 ，， 当 站 > 人 ， 时 ,有 A 去 y， 则 有 
linaz， < lim y,. 

(35) 迫 敛 性 ” 设 数列 {zx} 与 iy,} 收敛 于 同一 极限 4, 夺 3 茶 

自然 数 Nu, 当 )> NN 时 ,有 a 委 6 达 妃 , 则 对 数列 {c,}, 有 
limc, = a. 

6， 数 列 极 限 的 四 则 运算 法 则 若 {x}, (ya) 是 收敛 数列 , 且 
limz, = a ,limy, = 65, 则 

(1) 数列 {zc 士 也 收 伍 , 且 hmktz 士 %) 一 4 十 2. 即 

lim (x + 9,) = limx, + lim y,. 
(2) 数列 {z, yy} 也 收 但, 且 lim (z+ y.) 一 ab. 即 


lim CT, ® Yn) 一 lm >x， ” inazy， 
出 一 各 扯 拒 站 i 于 一 本 守 品 


(3) 荐 风 关 0, 且 limyy 隆 0, 则 数列 {要 | 也 收敛 , 且 lim 衬 一 
| 
万 ， 印 
lmrz 
lim 一 
noo Y lim yw， 
疑难 解析 


1. 如 何 理解 数列 极限 的 e-N 定义 ? 

答 数列 极限 的 e- 六 定义 反映 了 数列 {x,} 的 数值 xz, 与 数 mn 
的 下 标 之 间 的 变化 关系 . 读者 应 理解 以 下 几 点 : 

(1) es 的 任意 性 “是 用 来 衡量 xz, 与 常数 a 的 接近 程度 的 , 若 
tx 以 a 为 极限 , 则 应 该 有 |z, 一 a| 一 0. 因此 ,es 是 可 以 任意 选 定 
的 无 论 多 小 的 正 数 . 选 定 反映 了 我 们 对 心 与 a 接近 程度 的 要 求 ， 
当然 ,e 越 小 越 好 . 为 一 方面 ,要 求 一 旦 提出 ,是 不 可 更 改 的 ,所 以 。 

和. 99 各 


又 是 取 定 的 ,可 以 根据 s 求 出 相应 的 入 . 

(2) 六 的 对 应 性 六 的 大 小 由 < 确定 , 故 通 党 记 作 Ne). 入 反 
上 了 要 使 |x, 一 a| 过 时 4 的 取 值 大 小 . 所 以 六 有 最 小 值 ,没有 最 
大 值 , 从 而 入 可 以 有 很 多 值 . 在 实际 问题 中 ,只 要 能 证 明 入 存在 就 
行 ,不 一 定 要 求 出 入 ,更 不 一 定 要 求 出 最 小 的 入 .通常 ,由 |x, 一 a| 
< E>n 这 和 N(e), 从 而 知 入 是 对 应 于 e 的 ,但 不 要 认为 是 ce 的 肾 数 . 

(3) 几何 意义 ”定义 中 当 > 六 时 ,都 有 |z 一 ca 二 e” 反 
上 映 这 样 一 个 几何 事实 :在 数 轴 上 , 凡 下 标 半 盖 六 的 点 二, 都 落 在 点 
a 的 es 邻 域内 ,而 在 此 邻 域外 ,至 多 有 数列 {z} 的 NC 有 限 ) 个 点 
(项 ). 

2. 证 有明 数 列 极限 时 怎样 确定 入 ? 

答 此 时 只 要 证 明 六 存在 ,而 不 要 求 求 得 的 是 最 小 ,所 以 ， 
只 需 将 |z, 一 a| 变形 ,通常 用 加 强 不 等 式 “ 放 大 ”, 从 |x, 一 a| 中 分 
离 出 4, 然后 由 |x, 一 al 二 确定 入 . 

例如 ,证明 :lim Ya 一 1 其 中 a 二 1. 

令 a“ 一 1 二 a, 则 a 汪 > 0, 依 伯 努 利 不 等 式 , 有 

a 二 (1 十 a)" 之 1 十 na 二 1 十 nC(a” 一 1)， 


Bp a0 一 1 过 和 二 上 


i 


要 | Ya 一 1|==|la”* 一 1| 志 6, 只 


- [二 :1 


本 


[Ya 一 1|<e. 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 
一 、 关 于 数列 极限 的 概念 


利用 这 部 分 例题 加 深 对 极限 概念 的 理解 ,运用 数列 极限 的 
。23 。 


e-N 定义 来 讨论 问题 .分 析 问题 ,并 作出 结论 . 
例 1 求 数列 {z,} = 到 的 最 大 项 ， 
解 ”利用 {z,) 的 通 项 公式 ,对 前 后 项 的 比 进行 分 析 . 因为 


T, 7 2" 1 7 


7zr 2 一 1 和 20 一 1)2， 


若 z, 单调 增加 , 则 元 “> 1, 故 有 


ne 

2(2 CO— 1)* 

即 (2 一 2) < 2=>n 3. 
车 ZX, 单调 减少 ， 则 一 
nn 

2(n 一 1)° 

即 (n 一 2) > 2=>n 之 4. 
综 上 可 知 ,数列 | 蕊 | 当 n<< 3 时 单调 增加 ,n > 4 时 单调 碱 少 ， 

在 n= 二 3 时 取得 最 大 值 . 


故 最 大 项 为 之 3 元 3 一 5 一 总 


cos car 人 


2 


> =n >209 一 11) 二 >n: 一 4n 十 4 过 2， 


<l>n <2 11) = ni+4>2, 


例 2 设 x, 二 


; 求 limz,. 又 求 出 入 ,使 当 n 二 NN 时 


z, 与 其 极限 之 差 的 绝对 值 小 于 于 之 0; 当 Ee 二 10 时 , 求 出 相应 的 


N. 
解 ” 由 于 cos(nx/2) 是 有 限 数 ,而 nn 一 co ,所 以 limz, 二 0. 证 
明 如 下 : 


因为 |z, 一 0| = | 二 cos 4 
nn 2 


<< 寺 ,所 以 Ye 之 0, 要 使 上 之 。， 
只 需 n> 二: 故 N 一 | 过 | 
当 e 一 10-: 时 ,和 = | 二 |= 10 即 Y e=10-, 当 nn 之 10 时， 
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就 有 |zx, 一 0| < 之 10 
例 3 证明: 车 数列 {zx,} 收敛 , 则 它 的 任何 子 数列 {zw} (一 
2,…) 也 委 伍 , 且 有 同一 极限 . 
证 设 limz, = 一 4, 则 依 极限 定义 ,Ye>0,3 N, 当 ”> 六 时 ， 
就 有 |z, 一 a| < 之 8. 因为 (zx,} 是 (x,} 的 子 数 列 , 所 以 必 二 太 故 当 
RD 了 时), 必 有 和 DRD>AN, 也 有 | 一 a| 二 e, 即 


mr。 一 M -一 lim 7x,. 
13 
例 4 证 明 lim 六 一 0， ,lim 一 0， im = 0. 


证 由 一 项 区 展开 定理 三 
2 一 人 十 1 一 1 十 2 十 到 一 切 十 页 一 1 一 2) 


十 Tn 一 1 一 2)2 一 3) 十 … 十 1 


根据 极限 式 分 子 中 4 的 次 数 ,适当 放大 jz 一 0| ,证 得 与 e 相应 的 
AN 存在 . 即 证 明了 极限 . 


A 2 
因为 要 |; 章 0| /1 一 A 一 了 人 6 只 要 


N>1+ 品 所 以 lim 式 =0. 


类 似 地 ,使 
7 一 7 6n 
2 nam 1)Gm—2)/3! Ga— 1)Go— 2) ~ 
ns ns 247 


Fan Daan/ Do om < 


的 A 均 存 在 ， 所 以 lim 各 = 0,lim La == 10. 


2 
这 里 ， 利用 了 不 等 


"~ n(n— 1) ~ An Cm 1)(n — 2) 
2 > ， 2 > ， 
~、 一 1)(2 一 2)(2 一 3) 
2 > . 


es Is 


利用 不 等 式 放大 |z, 一 “| 来 证 明 limz, 一 a, 是 证 数列 极限 与 
函数 极限 的 常用 方法 ,读者 应 努力 掌握 ,学 会 使 用 . 如 


证 lim = 二 0, 可 利用 n!1 = 二 1*2'n 之 n，2” 


证 im 二 0 (a 之 1, 可 令 4a 一 1 十 h (hh 之 0), 利 用 


CO 


a 二 (1 十 h)*= 二 1 十 ch 十 下 十 ctihti 二 十 hr 
> critiph*+l. 
例 5 设 对 于 数列 (xn} ,有 mzz, 一 a, jimnzon-1 二 ga, 证 有 明 : 


limx, = a. 


| 证 由 lim za 二 a, 知 Y e>>0,3 NiEN, 使 当 2z 盖 和 Ni 时 ， 
[x 一 4a| <e 同 样 ;由 limzz, 一 4a, 知 VEe>>0, NEN, 使 当 
n> Na 时 ,|zo-i 一 4a| < 到 te. 

取 N 二 max{(N,N:}), 则 当 盖 N 时 ,上 述 两 不 等 式 均 成 立 ， 
即 jz, 一 al 二 es. 所 以 

lmz, 一 a. 

例 6 已 知 limz, 二 a 证明， 

十 TXT 十 十 TX 
i 


lm 


天 一 oo 


证 ” 依 极限 定义 Ye>0,3 NEN, 使 当 z> 之 Ni 时 ,有 
jz 一 a| 之 三 -于 是 , 当 n 之 NN 时 ,有 
于 | 


I n 


< zi 一 a| 十 |x 一 a| 十 十 |xwn 一 a| 


n 
+ |zx +i 一 4 十 |zw +2— a| 十 中 十 |z, 一 a 
n 
[zi 一 a|j 二 x: 一 al 二 … 二 |x 一 a| n—N, & 
< n t nn 2. 
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由 于 | 一 a| 十 |zs 一 a| 十 … 十 |zw 一 a| 二 c 为 一 常数 , 故 


于 是 ,Vs>>0,3j N,E€E N, 当 nN; 时 ,有 


| 一 a| 十 |zxzz 一 a| 十 十 |zv 一 a| 3 
< 


所 以 ,取信 一 max {Ni,N,}, 则 当 n 汪 NN 时 ,有 
T1 十 Ze 十 … 十 To 


Hi 
A n—Nie Et < 
人 
即 证 得 lim 开工 于 一 
类 似 可 证 ; 


tt, 
nn 


(1) 者 jimz 一 十 0, 则 lim 十 


(2) 若 limz, = a;, 则 lim V zz = limz, = a 


Hr on 


全 


(3) 车 lim 一 存在, 且 zx 之 0, 则 lim Vz = lim +. 


例 7( 斯 笃 北 (QO. Stolz) 定理 ) ”证 明 ; 若 存在 : (1) y+i 交 y,， 
(2) lim y, = 十 00, (03) lim 一 tt 一 一 , 则 
mn 一 十 co pco Vnt+1 一 Vn 
nm 十 1 Xn 


XT, ， 并 
lim — = lim . 
neo Yn nco Ynt+l 一 Yn 


证 (1) 设 lim 一 下 一 a( 有 限 数 ), 则 Ye>>0, 当 n>>N 


时 ,有 a 一 。 过 ee <<a 十 e. 于 是 ,得 到 一 组 不 等 式 ; 
nn 十 1] | 本 
CyN+1 — yn)(a CO— €) 之 ZN+1 一 XN 所 《YN+1 一 yw) (a 十 €)， 
(yn+2 — YN) Ca 一 E) TN — TNH < (yw+: 一 yw+t1) (a 十 €)， 
(yr 一 ya EE) Tm TN Oo ya + €). 
. 27 委 


将 不 等 式 组 中 各 不 等 式 对 应 部 分 相 加 ,得 
(y, — yn)(a— €) ro XY, ~ YN) (a 十 E)， 
即 1 一 闪 | (a 一 < 于 一 > < |1— | co 十 9 


并 


对 取 和 定 的 ss 及 相应 的 ?”， 汪汪 


a— elim><a+i+e 


Hr OO Vn 


由 的 任意 性 ,得 


lim > = a= lim + 一" 
noo Yn n>oo Yn+l 一 Ya 
(2) 设 lim 一 一 一 十 吕 . 则 VMER, 当 n>>N 时， 


一 + > M. 故 依 题 (1) ,得 一 不 等 式 组 ,经 相同 步 又 后 可 得 


二 —y、 ~ > Mz, — zn > M(y, — yn). 
移 琐 并 除 以 yy 得 
Yn Vn Vn 
取 n 一 00, 则 > 一 oo, 得 lim 之 M. 
由 M 的 任意 性 ,得 
lim > 一 十 co 一 lim + 
nco Yn noo Yntl 一 Yn 
类 似 可 证 lim 于! 一 一 一 一 oo 的 情形 . 
nco Ynt+l 一 Yn 
例 8 讨论 极限 
1 a n”" 十 am_in” :十 十 an 十 ao 


oo 六 十 Bi nn 1 十 ，… 十 bin 十 bo " 
其 中 Um 无 0,2, 一 0. 


解 阁 mm 二 上 ,将 分 子 、 分 母 同 除 以 ZX”, 得 
。28 。 


| dw 二 amin 十 下 十 a “十 aon”" 
二 
分 子 .分母 除 第 一 项 外 ,其 它 项 的 极限 均 为 零 . 故 
ao 十 十 ai 十 an 名 | CQ， 


1 GO 和 吕 
b,, 


ee bn 十 十 pin 十 bo bi 
若 m 汪 >, 将 分 子 、 分 母 同 除 以 x ,得 


|; 1 上 十 CQ 1 1 一 点 十 oe 十 ain! 十 aon™ 
lin 2 Ed A A 
NH— oo bp, 十 D11 ! 十 十 bin! * 十 bon “ 


分 子 从 第 一 上 有 十 1 项 后 均 为 零 ,而 前 7 一 上 项 极限 是 00; 分 母 极 
限 为 &, 故 
Qun 十 Qaw_n” 十 十 ai 十 an 


lim oo 


nm— oo0 bn 十 D 7 一 ! 十。 :十 Din 十 2 
在 了 到 < 扫 ， 笠 分 子 、 分 母 同 除 以 x ,得 


‘a, 2 十 十 QI 十 ao 
lim < a 
mw oo b; + bin 十 “十 bin 十 bon 


所 以 ,分 子 极限 为 零 , 分 母 极 限 为 常数 , 故 
an ”十 am-n” 十 … 十 ain 十 ao 


]; 0 
I brn 十 bi_in” |} 十 机 十 bin 十 bo 
综 上 所 述 , 可 得 
7 ， mm -一 屎 ， 
im 2oj 十 an- 十 汐 十 am 十 ae 
H— oo brn’ 十 本 1 十 机 十 bin 十 bo Do I > k， 
0， 7 < 


例 6、 例 7 和 例 8 是 后 面 我 们 计算 数列 极限 的 常用 方法 和 依 
据 ,请 读者 把 它 弄 懂 记 熟 . 

二 .数列 极限 的 求解 

到 目前 为 止 ,我 们 已 经 掌握 了 一 些 计 算数 列 极限 的 方法 与 结 
论 . 下 面 我 们 来 实践 和 熟悉 这 些 方法 与 结论 . 

1. 利用 极限 定义 求 极限 

利用 极限 定义 计算 极限 的 关键 是 ;将 通 项 化 为 一 常数 与 一 含 

“ OO。 


2 的 无 穷 小 之 和 ,从 而 得 到 jz 一 a| < s, 并 依 此 求 得 对 应 的 NN. 
例 9 求 数列 {Yn} 的 极限 . 


解 ” 今 蔗 ,= Yn ,因为 当 n 宪 1 时 ,YW 半 1 ,所 以 x 二 1 十 
C0, (a, > 0) ,于 是 


1 一 (1 十 ao) 之 1 十 Pa + 了 0 一 De > 宇 二 (一 1) 
2 2 2 
即 0 芝 ou CO 全 0 二 ax 二 , 
)] 一 1] n—l] 
故 In=1+osl+A/ 一 


显然 {%,) 收 全 于 零 . 因为 Ve > 0,3 N = 1 十 三 ,就 有 


之 e. 所 以 ,由 3 迫 敛 性 得 lim Yn 一 1. 


2 
) n° 


例 10 设 a€ RR,|a| >1, 求 lim 达 
解 中 之 2 时 ,有 


这 1 
“| la [+ (al ~ DT 


i 
tn 一 D(al 一 1)778 《由 二 项 展开 式 得 ) 
-2 
(nO— D(al ~ 1)> 


2 
(nC— 1)(lail— 1): ~ 


1 2 
只 重 "> jal yt. 


i 2 , ~ 
印 在 取 入 一 eClal — 1y: 十 2, 则 当头 六 时 ,就 有 


并 


I 1 ~ 
所 以 lim 艺 = 0. gn > 1,a E R 是 无 穷 小 序列 ， 
330» 


2. 利用 各 种 运算 法 则 和 技巧 求 极 限 

当 数 列 的 形式 较 复 杂 时 ,我 们 可 以 将 其 分 解 后 利用 四 则 运算 
法 则 计算 数列 极限 . 同时 ,问题 往往 不 是 孤立 的 ,一 个 数列 极限 的 
计算 可 能 要 使 用 几 种 方法 . 所 以 读者 在 学 习 时 要 培养 综合 运用 能 
力 ,不 要 将 知识 割裂 得 太太 . 

例 11 大 数列 (zy 与 {y,} 都 发 散 , 它 们 的 和 数列 {zx 十 y,) 是 
耕 一 年 发散? 

解 不 一 定 . 如 数列 {( 一 D" 十 二 | 与 {( 一 D 十 二 
(c 为 常数) 都 是 发 散 的 ,但 其 和 数列 

C++ 一 DT+< = | 

却 是 收敛 数列 . 

例 12 ”车 limzry = 0, 是 否 一 定 有 limz, = 0,limy, = 0? 

解 不 一 定 . 如 乙 一 1 十 (一 1 和 一 1 一 (一 1)” 有 

limz,y, 一 lim{[1 十 〈 一 1)[1 一 (一 1 和) 
一 jimL] 一 《一 1)“ | = 0， 

但 imz, 与 limy, 均 不 存在 . 

类 似 的 命题 很 多 ,希望 读者 能 认真 辨析 ,并 记 住 一 些 必要 的 例 
子 ( 或 学 会 构造 一 些 例 子 ) 来 说 明 问 题 . 

例 13 ” 求 lim + 

解 因为 十 2 二 十 二 n(n 十 1)(2n 十 1) 


6n’ ;所 以 , 利 
用 例 8 的 结果 ,得 


2 2 , 2 
Lin ] 十 2 十 十 Hn 1 
nco 1 3 


例 14 求 lim (1 十 4 十 下 十 a) (0 过 a 二 1). 
解 ”利用 等 比 数列 和 的 公式 ,得 
。 了 3 。 


] — a"t! 
lim(1 + a 二 十 4a”) = lim 二 二 运 
nl im 
a |]—a i—a’ 


例 15 求 下 列 极限 : 
(1) lim(l1 十 ac)(C1L 十 ac)…(1 十 az ) (al < 1); 


1 ] | 1 
(2) lim|1 一 去 |[1 一 训 ]…|1 一 去 |] 
C3) lim [1 十 南 ] [1 二 去)"…(1+ ;| 
解 (1) 因为 z 

(1 十 a) 中 十 a?)…( 十 a?) 


1 一 1 一 ea 1+ ar 1 十 az 
1 一 1 一 ci 1 一 om | 1] 一 a ’ 
故 lim(l 十 a)(1 十 a2)…(1 十 a2) 一 -一 


(2) 因为 


-一 引 忆 二 直 人 一 引 人 二 可 二 
a [| a 
i 人 可 

上 1 十 亦 j[1 二 去]…[1+ 辫 | 


~ ll 1 11... 1 

= 了 13(1+ 译 儿 1 十 辫 )…(1+ 冯 )， 
令 a = 这 ,利用 题 (1) 的 结果 ,得 

im| 1 十 玄 ||1 十 玄 ]…[1+ 去 | 


» 32 8 


一 lim 一 一 一 。 一 一 一- 一 一 


lim 本 下 7 “1 一 1/2 3 
例 16 求 下 列 极限 ; 


2 nC— 1) 
(1) st 
(2n 一 1)° 
(2) lim | 二 3 3 十 + | 
(3) lim | 去 十 三 3 计 十 十 他 宙 "|. 
解 (1) 因为 


1 十 2 十 … 十 (一 1) 一 二 Cn — 1])n(2n — 1), 


所 以 ,如同 例 13, 有 


则 


1 2 OD (一 1)nG2 一 1 二 
wi |= 各 Gn 3 
(2) 讽 5S, 二 1 十 2 十 十 2， 
45, 一 2 十 到 十 … 十 (22)， 
9 一 于 十 2 十 … 十 (22)， 
9 一 人 一 二 十 3 十 … 十 (2 一 1 ， 
jim 1 十 十. “十 各 二 由 一 一 lim 2 = 全。 
一 lim [and 十 1)(4 人 2 十 1) 一 4 十 1)(022 十 1)]， 二 
_ 
3 
| _1,.3,..,2—1 
(3) 设 2 十 9 9 
25, 一 1 十 子 十 这 十 … 十 千 汪 ， 
S, = 29,， 一 5S, 


i 


* 33° 


有 “2n 十 3 
1 一 |= 
例 17 求 下 列 极限 : 

(1) lim(vV2 。Y2… 2 2D) 


1， 3…(2 一 ]) 
(2) lim 4.…' (2n) 
解 ” (1) im(V2 .V2...2/2) 


1] ,1 1 
。 万 十 工 十 … 十 一 。 一 lon 
= 一 lim 2° 4 2 ”一 lim 2: 2 一 2. 


Nr 蕊 r 玫 Nn- orm 


(2) 利用 几何 平均 值 小 于 算术 平均 值 性 质 ( 第 三 节 平 均值 不 
等 式 ) ,得 


2 = > VT ,4>3L3 vv 
ee V (2n 一 1)(27 十 1] ， 


a — 1]) 
的 
“(27 一 十) 
v1 V3 “Vv (2n C1)(2n + 1) 
; 


Vn 二 1 
. 1 
为 1im 一 一 -一 一 0 上 
由 i 于 :所 以 ,依据 令 性 ,得 


0<z,=! 


. 321 CO— 1) 
lim = 2 卓 de O71 | 0. 
例 18 求 :(1D) lim (2) lim 2 十 之 
~ 十 6 | 


(3) lim(sin vi 十 1 一 sin Vn ). 


解 (1) 分 子 、 分 母 同 除 式 中 最 大 项 6"+1, 得 
电 34 . | 


(一 4)" 二 6 _ 1 (46 :1/6 十 116 一 工 
ea "十 1 十 6"+1 co (5/6)"™! 十- 1 6 


(2) 因为 分 子 .分 母 中 的 最 高 乔 次 均 为 二 ,由 例 8 的 结论 ,得 


VD 十 VD 


lim 一 一 一 一 一 1 


om 
(3) 用 有 理化 方法 ,得 
lim (sin V 十 1 一 sin wj) 
_ | 二 二 1 十 Vn Mn Vn Va 
Im2cos 5 和 
因为 | cos CE << 1 ,而 


1 Vi 十 1 一 yn 一 Vn 有 理化 理化 | 1 0 
"oo a 2C(Vn 十 1 十 Vn) 

所 以 limsin -一 一 -一 一 vn 一 sin0 一 0， 

二 lim(sin vi 十 1 一 sin Vn)=0. 


三 、 数 列 极限 的 证 明 

用 迫 伍 性 求 效 列 人 z,} 的 极限 ,关键 是 找 出 两 个 有 相同 极限 的 
数列 (a,) 与 6.) ,使 {aw} 二 {x 全 164}. 一 般 tas} 可 利用 (x,}) 的 下 
界 确 定 , 取 为 常数 4a, 而 16,} 通过 加 强 zx, 得 到 6b, ,上 骨 证 明 {6,) 一 a. 

例 19 设 a>>0,0>>0, 证 有 骨 : 


lim va” 十 三 一 max(a,p)， 


证 ”因为 
V[Lmax(ao) 和 Ya Ymax(a,b) lb, 
得 max(a,b) 过 Va? max(a,b). 


由 于 lim Y 2 二 1, 则 依据 敛 性 ,得 
lim va’ + = max(a,60). 


例 20 求 jim < 
解 因为 


» 如 为 奇数 ， 


ns sa 得 


一 0. 


lim 
例 21 证 明 :lim 工 十 之 2 士 汪 十 区 于 
证 ”用 放大 法 ,得 
7 1 < 一 1 十 Vi 


~ 
天 | 天 


而 lim Yn 二 1( 见 例 9). 依 迫 敛 性 ,有 
1 2 二 … 十 Yn 


lim 一 一 一 = 1. 


一 Ci 


此 题 也 可 6 结论 直接 写 出 . 类 似 可 得 


1 | ] 
|- 
im| -二 vn’ 1 二 Vn 十 nn ! 


l 
i 十 元 二 让 


例 22 设 {zx,} 钙 正 实数 数列 ,limz， 二 a > 0, 证 明 .， 
lim ~V Ti 一 a. 


证 由 平均 值 不 等 式 ， 有 
“36 。 


\/ 1 121, 二 二 (zi 4 x 十 … 十 广 ,)， 


工 .1... 工 二 工人 人工 工 工 十 十 二 |， 
TI 2 a nn\ Xi TX» -nn 
所 以 
_  _ -- < y 中 1. 过 2 二 (zn 十 ， “十 TX, ). 
1 ] ] 
-一 -一 _ 十 ee 十 -一 - 
守 1 - 才 2 Ln 
因为 一 一 一 一 一 一 一 =1/| 广 [ 疡 十 二 -十 十 六 | |~。， 
了 二 一 十 。…。 十 一 1 
过 1 2 Tn 


二 (zi 十 … 十 Zz,) 一 2 ( 均 依 例 6 结论 )， 


依据 慌 性 ,得 lim Yd 


例 23 证 明 ;limn(a'”* 一 1) = lna (a > 0). 
证 (1) 设 ae>1, 今 了 =al 一 1， 则 zz 盖 0， 有 
in(] 十 zx,), 于 是 ,有 


nlal!” 一 1) = 


|na 


z ln(l 十 x,) 
因为 zx, 一 0, 依 极限 定义 , 当 ?> 人 时 ,0 二 阅 所 1. 所 以 对 每 一 确 
定 的 n,3] 相应 的 ,使 


。 过 . 


1 1 
tli (0) 
利用 不 等 式 l ln 1 十 土 < 一 二 
nl 71 2 


[由 1<|1+ 二 | <e 和 e< 


1+ 二 | ~ 两 端 取 对 数 可 证 | , 故 


<< ]n 


1 二 二 ij< nd + zx) ln 


l 
k, 十 9 ] 十 元 | << 亏 区 
逐 项 相 除 得 


e 37 。 


1] &k, Ta 十 < 2 
lr Earn R, 1 一 大 
由 R， 一 co ,依据 伍 性 ,得 
limn(Ca'” 一 1) = lna. 


ni CD 


(2) 设 0 过 a 过 1, 则 二 之 1, 依 题 (1) 得 


li/n 
lima| | 均 | —1|=In 1 
oo a a 
] 1 四 1 lin : 1 —1/n 
而 limn| i -1|= lim| | zl | | 
1 lin 
一 lim 一 四 n(a!l!” — 1) 
pO ud 
= 一 limn(a'” — 1) {lim va 一 1). 
又 ln 一 一 一 lna. 


所 以 limn (a 一 1) 二 lna 也 成 立 . 

(3)a=] 时 , limnCa'” 一 1) 显然 成 立 . 

四 、 应 用 斯 各 兹 定理 求 数列 极限 

斯 笃 兹 定理 的 证 明 见 例 7. 斯 各 北 定理 实质 上 是 已 知 数列 
(zx) 与 正 无 穷 大 数列 {y,} 的 各 自 相 邻 两 项 增长 率 之 比 的 极限 ,来 


求 了 的 极限 . 因此 利用 斯 笃 兹 定理 求 极限 的 关键 是 ,将 所 给 数列 
化 为 符合 定理 条 件 的 形式 ,再 求 出 lim + 一 一 


oo ntl Vn 
例 24 证 明 : 乔 p 为 目 然 数 , 则 


(GD) lim 革 十 全 十 十 二 一 -1 


NH or net! p 十 1 

ml 1 
(2) lim ne p+1) 2° 

.1 十 3 十 … 十 (2 一 1) _ 2p 
(3) Lim ne™! “pp 二 +1 


证 () 令 二 7 十 2 十 十 29, 二 Nn?11 一 020, 故 
e 38。， 


和 下 司 | 一 (n 十 1)# _ (nn 十 ] 
yy Da 二 Dn 二 … 


(1 十 1 1] 


PpP 十 1 十 oll/n) pp 十 1 
依 斯 笃 兹 定理 ,得 


jm 十 2 二 下 二 ] 
he ea j10 pp 二 1 


题 (2)、 题 (3) 可 用 类 似 方 法 证 明 ,请 读者 一 试 . 
例 | 2 设 al 盖 0,a+l 一 au 十 1/ao ia 一 1,2,…. 证 明 : 


2 
1: Un 
证 设 r 二 a 二 2n 一 十 品 . 夺 lim 二 1， 


NH—* Oo In 


则 lim -六 = 一 1. 对 zy 应 用 斯 笃 效 定理 ,得 


ji 


TH a _ 1: _, 

yt yy 2 二 +1)— 2n 9 (an+l 一 Qn) 
上 2 1 | 一 二 | 1 
一 了 a ar| = 5 2 | 


因为 lima, 一 十 oo (事实 上 ,如 果 lima, 一 a 为 有 限 数 , 则 依 a+ 


= ,十 二 有 a 一 a 十 二 ,而 这 是 不 可 能 的 ), 所 以 


a 


2 
= 二 1 一 。 人 
Mn | 本 VY He SC 2n 
。 ud 
故 lim 一 一 一 1 


/2 


例 26 设 a 为 任意 实数 , 求 


ml 二 2 二 下 十 
NH 2 ji 十 9"® 十 和 十 7)1“ . 
解 “将 原 却 分 解 , 得 
lim 2 
nx (1 十 2 十 十 25) 


"39090. 


Pe te Lt Ltt 


一 一 lim 4 十 2 二 1 


Hh Cy 


利用 例 24(1) 的 结论 (由 斯 等 兹 定理 证 得 ) 即 得 


1 1 a+l 
原 式 一 2 二 3/ z 寺 一 和 


例 27 设 S,= 2 )/m，, 求 limS, 


0 
nn 二 +] 
ec > inc 
lim'S, = lim 一 一 一 一 全 一 
mc (7 十 1) 一 7 
ylnCct /es) 十 ln Ceti 之 /ln - 2 
=lim 二 =lim -2 
jo 2n 十 1 "oo “7 1 
n 二 1 
(nn 二 1)ln 十 1) 一 > lnk 
四 A=1 
= lim 2n 十 1 


册 次 应 用 斯 笃 兹 定理 ,有 
nt DlnGn + 1) — nlnn — lnCn + 1) 
‘imS, 一 lim (2n + 1) — Cn — 1) 
ln(I + 1/n)’ 1 


= lim 一 一 一- 一 一 一 


wo 2 2 
2 17/22 一 】 D2 1/2"? pn—1l \1/2 
例 28 求 lim | 元“ | [2 “2 
. 2 1/2n 1 22 172< 一 2 2n 一 1 \1/2 
角 设 二 一 | 到 = | (zl "网 
-In 2 ,1 1 2 
lnz, ziln 元 二 I 十 7 ln 3—— 2 十 ， “十 ln 二 一 
1 
le 1 十 2 3 一 T 十， “十 27 “in | 
一 1 
2 ln 2 1 1 
lim 


* 40 。 


所 以 原 式 = limz, 一 广 . 
五 用 其 它 方法 求 数列 极限 
求证 数列 极限 的 方法 还 很 多 ,下 面 再 举 出 几 个 例子 ,请 读者 体 
会 这 些 方法 . 
例 29 若 lima, = a,limb, = 6b, 证 明 : 


lim Za Tl 


HO0 7 
解 。” 本 题 可 用 变量 代 换 方法 求解 . 因为 
Zn 一 4 十 an， y, 二 6 二 B.， 
to Bo 是 无 穷 小 数列 ( 见 本 节 主 要 内 容 4), 故 
大 式 二 (二 2G 十 B) 十 十 (a 二 0)(6 十 BB 


1 


一 0 十 82 十 汝 十 和 + 十 
nn 


7 


十 op, 十 机 十 arp 


al 0 十 …… 十 an 用 : <M ja, | 十 十 la, | 
7 7 


依 例 6 的 结论 , 原 式 中 二 ,三 、 四 项 均 趋 近 于 零 , 故 


lim Ty 十 ZTzy -li 十 … 十 yi 


oo 1 


= ab. 
例 30 设 limz, = a, 求 lim 宇 


解 令 刀 一 4 十 有 0, 则 (0.) 一 > 0. 
zi 十 2zz 十 … 十 nz 
2 . 


nn 


《a 十 忆 ) 十 2(a 十 ) 十 … 十 nCa 十 pB,) 
2 


: hn 


.ntl 1 2 n 
on a 十 一 及 十 nt "+h 


e 4] 。 


而 


3 


依 例 6 的 结论 ， 


从 而 
而 这 


IB 十 18 十 全 十 记 | 


Hi 


2 72 
pb 十 ba 十 … 十 2pj | | < 


1 2 > 
lB, ++ 和 2Bs 十 … 十 芋 B,| /一 0. 故 
1 21 十 2z2 二 二 RT 
i nr: nN— co 2n 2 | 
， 区 l 
例 31 求 lm 2 了 二 2 二 十 色 
解 ”利用 自然 数 求 和 公式 


1 1 
1tis tiert TI i 

er 6 < 二 

lt.3ta.aT + 5 

加 二 了 1 了 1 __li 
-1+2||3 了 | 十 | 人 | 十 + | 5 


加 TT ll -2 


例 32” 证明: 数列 {sinn}) 不 存在 极限 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 limsinn =—a "limsin Cn 十 2) 二 a, 则 
limLsin( 十 2) sinn | = lim2sinlcos(n 十 1) 一 
limcos (7 十 1) - limcosn 一 0. 

limsin2n 一 lim2sinncosn 一 0， 


后 一 本 记性 Hr Ca 


aa 一 lmsinna 一 jmsin27 一 0， 


He Pi Ce 


1] = lm Csin? nn 十 cos:n) 二 0. 
Hy - 


是 不 可 能 的 . 所 以 数列 {sinn} 不 存在 极限 . 
其 它 方法 还 有 很 多 ,不 再 一 一 列举 . 
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第 五 节 ”数列 极限 存在 的 条 件 


主要 内 容 


1. 者 数列 各 项 满足 关系 式 
ar ai (或 as 之 Ci 一 1) 2 

则 称 数 列 ta.} 为 递增 (或 递减 ) 数列 ,统称 单调 数列 . 

2， 单 调 递增 数列 收敛 的 充分 必要 条 件 是 它 有 上 界 , 单 递 递 减 数 
列 收 全 的 充分 必要 条 件 是 它 有 下 界 . 即 ,单调 有 界 数列 必 有 极限 . 

3. 柯 西 收 合 定理 ”数列 (a,} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 ;对 任 给 
的 二 0, 存在 入 EN, 使 当 n,m 汪 NN 时 ,都 有 |a, 一 a,| 过. 

4. 维尔 斯 特 拉 斯 (Weierstrass) 聚 点 定理 。 直线 上 的 有 界 无 
限 点 集 S 至 少 有 一 个 聚 点 . 

波 尔 察 诺 - 维尔 斯 特 拉 斯 致密 性 定理 有 界 数 列 {a,}, 必 有 
收敛 子 列 . 

5. 如 果 一 列 闭 区 间 {[a,,6,j」} 满足 条 件 : 

(1) [Larsps+ijC[asp J], n= 1,2,., 

(2) lim(b， 一 4) 一 0， 
则 称 这 列 闭 区 间 形 成 一 个 闭 区 间 套 . 

如 果 {[a,,5,J]} 形成 一 个 闭 区 间 套 , 则 存在 惟一 的 实数 上 属于 
所 有 闭 区 间 [a,,65,], 且 $= lima, = limb,. 称 此 结论 为 闭 区 间 套 定 
理 | 

又 若 {a,} 收敛 于 a, 则 其 任何 子 数列 {a。} 都 收敛 于 同一 极限 a. 

常用 结果 lim [1 十 2 到 | 一 e. 

6. 有 人 限 覆盖 定理 设 5 为 直线 上 的 一 _ 个 点 集 ， 若 3 中 任何 一 

ee 3。 


点 都 含 在 开 区 间 集 五 中 至 少 一 个 开 区 间 中 , 则 称 五 为 5 的 一 个 开 
覆盖 . 

海 涅 - 波 菜 尔 (Heine-Borel) 有 限 覆 盖 定 理 ” 设 [a,6bj] 是 一 个 
闭 区 间 ,已 为 Le, 的 一 个 开 履 盖 , 则 在 互 必 存 在 有 限 个 开 区 间 ， 
它 构 成 le,2j 上 的 一 个 开 和 覆盖 . 


疑难 解析 


1. 为 什么 单调 有 界 是 数列 收 钱 的 充分 条 件 ? 

答 ”单调 有 界 是 数列 收敛 的 充分 条 件 . 因为 一 个 数列 {a,) 若 
满足 以 下 两 个 条 件 :(1) 有 界 , (2) 单调 , 则 {a,} 必 收 和 伍 ; 但 若 只 满 
足 其 中 一 个 条 件 , 则 {a,} 不 一 定 收 敏 . 如 

2 二 《一 1)", 有 界 但 不 单调 ,lima, 不 存在 . 
2n ;单调 但 无 界 ;lima, 不 存在 . 

但 ,车 {a,} 收敛 ， 则 {a,} 必 有 界 , 却 不 一 定单 调 如 
| 收敛 于 零 , 有 界 但 不 单调 


从 几何 角度 看 ,在 数 轴 上 对 应 单调 数列 的 点 a 只 能 向 一 个 方 
四 移动 . 如 果 加 上 有 和 界 这 个 条 件 , 则 数列 的 全 部 点 都 落 在 数 轴 上 某 
区 间 [ 一 M,M] 内 , 且 无 限 趋向 于 某 一 定点 4, 也 就 是 数列 {a,} 趋 
于 一 个 极限 , 且 这 极限 的 绝对 值 不 会 超过 4. 

2.. 怎样 理解 柯 西 收敛 定理 ? 

答 ” 柯 西 收敛 定理 的 条 件 反 映 了 这 样 一 个 事实 ; 收 伍 数列 的 
各 项 愈 到 后 面 , 愈 是 互相 接近 ,因此 它们 之 间 差 的 绝对 值 可 以 小 于 
任何 预先 给 定 的 正 数 . 从 几何 角度 看 ,数列 的 项 越 到 后 面 越 是 挤 在 
一 起 ,因此 它们 之 间 的 距离 趋向 于 零 . 因而 可 以 确定 数列 收 伍 于 某 
一 极限 值 4. 

3， 怎样 应 用 有 限 覆 盖 定 理 证 明 命题 ? 

人 有限 覆盖 定理 与 其 它 描述 实数 系 连 续 性 定理 的 不 同 在 

。 144。 


| 


Cn 


于 :有 限 覆 盖 定 理 着 眼 于 区 问 的 整体 ,而 闭 区 间 套 定理 、 确 界定 理 
等 着 眼 于 一 点 的 局 部 .有限 覆盖 定理 的 作用 是 从 覆盖 某 闭 区 间 
[a,6j 的 无 限 个 开 区 间 中 选 出 有 限 个 也 能 覆盖 闭 区 间 [Le ,Oo 的 开 
区 间 ,化 “无限” 为 “有 限 ”. 通过 这 种 方法 ,将 闭 区 间 [a,6] 上 每 点 
所 具有 的 局 部 性 质 转化 为 整个 闭 区 间 上 的 整体 性 质 . 因此 当 要 证 
明 闭 区 间 上 的 整体 性 质 时 ,可 考虑 使 用 有 限 覆 盖 定 理 ; 要 证 明 闭 区 
间 上 菜 一 点 的 局 部 性 质 时 ,可 考虑 使 用 闭 区 间 套 定理 、 致 密 性 定 
理 . 确 界定 理 等 . 它们 之 间 又 可 以 相互 证 明 . 

应 用 有 限 覆 盖 定 理 证 明 命 题 的 基本 步骤 是 ;由 所 要 证 明 的 整 
体 性 质 A ,在 闭 区 间 [a, 引 上 每 一 点 找 性 质 A*. 然后 构造 一 个 开 区 


间 集 U ai, 使 [4, 人 ] CUai, 且 在 每 个 开 区间 w 上 性 质 A* 都 成 立 . 


于 是 由 有 限 覆 盖 定理 知 , 存 在 有 限 个 开 区 间 Ua, 使 [a,6] CUa， 
髓 证 明 在 区 间 La,6] 上 性 质 A 成 立 ( 见 例 17、 例 18). 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 
用 单调 有 界 来 确定 极 跟 存在 并 不 要 求 求 出 极限 ,一 般 只 是 证 


阴极 限 的 存在 . 这 里 的 技巧 在 于 确定 单调 性 的 技巧 ,可 以 由 过 + 


一 zz, 或 者 + 来 确定 ,读者 要 通过 多 看 例题 来 掌握 . 判别 有 界 则 
比较 简单 ,一 般 可 以 通过 加 强 不 等 式 得 到 . 


例 1 设 *>0m> oz= 半 | 二 + 过 -| 7 一 1， 2 
， - 开 一 ] 
证 明 :limzx, 一 YL 


、 1 1? 1 
证 由 | v 二 天 之 0 二 上 十 二 之 2 (4 之 0), 知 


+ Xe |> va, 7n EEN. 
所 一】 


得 "tl 一 一 了 到 | 1 十 一 所 |< 1 Tt SS Tn 


之 ， 
故 数 列 {Zz。} 单调 递减 且 有 下 界 ， 极限 存在 . 设 limz, 一 二 4, 则 
过 va > 0. 
且 4 
即 limzx, = wa. 


例 2 设 a > 0, 求 极限 lim 人 
了 ” 
解 议 工 二 二 ; 则 二 ,之 0,n EN. 当 关 充 分 大 时 ,有 


mA 十 TI 
a Q Q 
于 是 TTT Tt neEN 
所 以 {zx,} 有 极限 . 记 limz, = 4, 则 由 
7 
+ 一 元 二 了 nT 7 Tj" 人 =0 4 一 0， 
lim 2 = 0. 
n-*co 1 


例 3 利用 单调 有 界 性 求 极限 . 

(1) 设 a>>0z = Va ,zx, = Va + Was, st, = 
Va 十 z, 求 limz， 

(2) 求 lim( 83 .3Y3... /5). 


解 (1) z, 单调 增加 是 显然 的 , 现 证 明 zx 有 界 . 用 归纳 法 证 
明 zx，<< a. 


对 z= Va,rz=MVMa+ Va Va 十 1 是 显然 的 . 
设 z 二 Ya 十 1, 则 


zi 二 Na+zVYa+ Vail- Ya 十 1 


* A6。 


故 数列 {z,} 单调 有 界 必 有 极限 . 设 limz, 二 4 ,由 


Xl 二 Na 二 x= 二 va 二 A. 
解 A* 一 和 4 一 4 二 0 得 


A= 志 (1 十 Vi + da). 


即 lim 和 Na 十 Ma 十 … 十 Va 一 方 (1 十 VI 二 da). 


(2) 今 工 ， 一 2 2 * Y 2. x 2 ， 1 一 1 ,2,... ,MR 
1 = Tu < To < 2. 

所 以 4z 是 单调 有 和 界 数 列 , 必 有 极限 . 

设 limz， 一 4 ,由 二 十 1 OY 2X, ,得 

A 二 V24 二 4 = 2 (显然 4 关 0)， 

好 lim YE YE YE 2 

例 4 利用 单调 有 界 性 证 明 . 

(1) 六 0 < 之 1 < 1, 量 n+1 一 Xx,(1 一 Th) ， nC 一 ] ;2,，… ,人 则 


limnz, = 1. / 


FO CO 


(2) 设 Zi 一 a 之 0 ,yi 一 六 之 0 ， 且 To 一 Vn 9 nitl 一 
六 Cr 十 ys n= 2, 则 limz, = limy,. 


证 (1) 因为 
Tt 一 .一 To 一 2) 一 了 rr 一 一 T0 < 0， 
所 以 {z 单调 减少 .又 由 0 去 妆 近 1 由 归纳 法 可 证 0< <1, 从 
而 (zx,} 有 下 界 . 
设 limxz, 一 A, 在 zt 二,(1 一 x,) 两 边 取 极 限 , 得 
A= A(l Om A)=>A= 0. 
即 limzx, 一 A. 


一 Ce 


ss A477® 


(2) Zz, 之 0,3, 之 0 是 显然 的 .出 


To 十 yn / 
.ya+1l 一 2 之 .二 Van 一 .Lp 十 1》 


得 小 十 1 一 VY yw -之 MY .nn OO 0) 
十》 » 十 yn 
Ja 二 1 一 7 ”< To 一 Yn. 


4 (zx,} 单调 增加 ， 《yw } 单调 减少 ,又 
rn 和 yn SRY, 3 之 To 之 Xl 
所 以 {z,), {3y,) 有 界 . 即 jimz, = 4,limy = B 存 在 


,十 
对 一 二 
B==(4+B)>A=B. 


由 以 上 例题 得 知 ， 

证 明 数 列 有 界 常 用 下 列 方法 ;(1) 观察 法 . 从 已 知 条 件 与 通 项 
公式 得 出 ; (2) 数学 归纳 法 ; (3) 利用 已 知 命题 与 公式 判断 ,如 
lsinn| 二 1,0? 十 如 之 2la|16| 等 等 . 

证 朋 数 列 单调 常用 下 列 方法 : (1) 观察 法 ,考察 通 项 公式 或 项 
的 结构 ;(2) 数学 归纳 法 ;(3) 判断 zx,+1 
与 1 的 关系 . 


例 5 证 明 数列 {|1 十 去 | } 单 调 增加 数列 
[人 + 二 | ”单调 减少 ,两 者 收敛 于 同一 极限 


+ n+l 
证 记 z 一 [1 十 方 | ,一 [1 十 二 | ,由 平均 值 不 等 式 
/aa sea ,十 二 “十 a,)， 
知 一 11 十 二 | 1< [tl] 一 X41 


7 她 十 了 
e。 48 。 


二] 


» 


] nn 
-= -一 。 二 < 一 
yn pes 1<| 


即 {x,} 单调 增加 , {y,} 单调 减少 , 且 

l] = XT yr 1 二 4. 
所 以 {zx},{y,) 单调 有 界 , 必 定 收敛 . 由 % 一 z| 1 十 序 | , 知 它们 
有 相同 的 极限 . 即 


lim| 1 十 二 | 一 lim | 1 十 1 
nn 一 = co jt 


OD 


(7 十 1) .MG 十 1) 十 斤 1 
nn 十 2 yn+1 


9 十 1 
= | 


例 6 ”证明 : 行 a, 王 1 十 可 十 … 十 一 一 lnn, 则 数列 {a,? 收 


证 ”由 上 例 知 (1 十 十] <e<<{1 + 支 | ,两 边 取 对 数 


nin| 1 十 言 |<1< G+ Dn 1 十 天 |， 
即 有 不 等 式 HT<inl1+ 元 | 二 元 
则 0 一 如 一 二 二 一 — Inn 二 1) + lnn 
= 二 7 一 In|1++ 训 |<0， 


Bb 二 1 十 记 十 下 十 二 一 人 nn 


> 车 十 In 广 十 … “十 ln nn 


一 jn 二 1) lnn > 0. 
Bp (6. } | We } 收 争 . 


lim | 1 十 二 十 。 十 -= — — lny 


NO 


有 数 . 
例 7 求 lim| 11 二 | 


一 六 人 0.5771L1506490… 


了 十 十 引 上 | 
e A400 。 


% 


解 | 有 


1 
i “TT 2 
1 1 
| 
两 边 取 极限 ， | 


l 
lim - 十 ] 十 二 
例 8 利用 欧 拉 数 证 明 


Te .十 (一 i 


(2) lim | 1 + 二 十 ， 十 二 


1 1 OD 
所 


bp, 二 1 十 二 > 十 亏 十 ， “十 一 十 二 一 Inn， 


一 二 十 1 1 
bs, 二 1 十 十 工区 一 T 十 六 


将 b, 的 第 2& 项 ey 的 第 项 ,得 
一 一 1 十 |[ 吝 一 1 十 计 十 | 主 一 言 | 二 …+| 


TY In2» 


十 读 了 工 一 ln2n 十 lnn 
2n nn 
-一 一 一 1 1 一 sen - #1 十 1 1 _ 
7 3 十 (一 1) ln2 
~ d,— ln2 
所 以 limd;, = lim (ln2 + 6,, — b,) = 1n2, 
即 a) 
Noo 3 天 
1 
(2) lim pi|1 十 译 十 : | 
一 lim C6, 十 jin) 一 1 (limb, = = 7). 


。50。 


+. -十 六 ~ = lim(bs 十 jn22 一 名 一 lna) 一 ln2， 


叉 


2n—]1 


例 9 求 下 列 极限 : 


1 n 1 本 
Dt) 
| 1 ] ne l 1 ] 用 
(3) lim| 1 十 | ; (4) hml li 十 一 十 | . 
有 一 本 一 J1 Hr ji ii 


解 “利用 极限 jim| 1 十 元 | 一 。 的 形式 性 求解 . 因为 
1 十 襄 ] 是 底 为 1 加 无 穷 小 襄 、 指 数 为 同一 无 穷 小 的 倒数 ,所 以 
将 所 求 极限 写成 这 一 形式 , 即 可 直接 写 出 极限 . 


2n- 二 


GD lim| 1 十 高] = lim|1+ 训 | 一 el/2. 
NN— oo 2n 用 一 ae 213 
2. 工 
(2) lim 1 二 + 羡 | -mit 去 | 一 e0 一 1 


(3) lim 


1 十 元 | =lim[[1+1 | | =+ ee， 


2 


(4) lim 


1 十 一 十 -| 


例 10 设 w 一 1 十 方 十 击 7 十 … 十 二 ,证 明 {a} 收敛 . 
证 因为 Y np EN 


] 了 i 
(7 二 1)° + (7n 二 2) TT (2 十 力 ) 


| as 本 a, | -一 


1 1 是 日 大 
~ 十 1) + (nn 二 1) 十 2) + 
站 1 _1_ 1 1 
二 PC 一 D+p) nn n+p 
所 以 ,Ye 全 0, 当 ?2 二 入 一 三 | 及 p EN, 恒 有 [ap 一 a,| < E. 
例 11 设 Zz = 二 ao 十 ag 十 十 a,q",y|a| < AM 一 0,1,2， 
… 且 9 过 1, 问 {(z) 是 否 收敛 . 
解 设 户 为 正 整 数 . 


Cntp x, | 一 | aa19 十 … 十 QuHpg 


< Mgql” 十 和 十 寺 | 


< MT [oI 一 Ml|al”"t!, 


故 当 ?之 六 时 有 9 二 这 : 故 当 ” > N 时 ,对 任意 正 整数 尹 , 有 
[zp — Xs| <e 你 林 本 收 人 原理 {z,)》 收敛 . 


例 12 设 工 ， 一 1 十 考 十 … 十 一 二 ,证 明 {zx,) 发 散 . 


证 员工 


— > 一 了 
T+ 二 2+“ 十 半 之 苏 一 记 ， 


所 以 , {xs} 不 满足 柯 西 收敛 定理 条 件 ， gts {zx} 发散. 

例 13 设 xi = a,z, = 二 b,x, 二 Fz 1 十 zz) (2 之 3). 利 
用 区 间 套 乍 理 证 明 {z,} 性 ,并 求 limz。 

证 ”因为 


Ey 和 X, | 一 


过 一 -1 一 一 六 (zs -一 XT,_2)， 所 一 了 本 
求 积 得 


]Tc 一 并 二) -可 [- 二 cr 一 -2)|= 11(- | (X; — Xi )， 
化 简 得 


此 一 2 n—2 
一 并 = | 一 坪 | Cz 一 z) 一 | 一 二 | (0 — a), 
< 1 加 一 _ l 《一 1/2) 
求 和 得 路 让 | (5 a) 1 一 (一 1/2) 9 
即 z= S66 A — (~ 1/2)"1]+a. 
故 limz, = (a + 26). 


as bos。 


例 14 证 明 :(1) [sin 守 } 发 散 ; 
(2) 给 定 os 设 | 一 COSXTn， 工 ， 一 COS (coOSXo), "es XT 一 


COSCOS*** (COS Xo), 则 4 工 ,} 收 丝 . 
一 


好 


nA 


证 (1) 若 取 n= 4, 二 8k 十 2， 则 sin 守 | 的 子 列 


(sin| 到 nj | 收敛 于 堆 ， 子 列 |sin I | | 收敛 于 1. 由 于 {z,} 的 两 
个 子 列 分 别 收敛 于 不 同 的 极限 , 故 {z,) 发 散 . 
(2) 不 妨 设 0 二 了 < , 则 0 委 闷 委 1|. 由 于 cosz 在 | 0, 世 | 内 


递减 ,所 以 z, 不 是 单调 数列 , 故 分 别 讨 论 单调 奇 子 列 {zs-:} 与 单 
调 偶 子 列 (zz,}. 
在 Zi 和 Zi, 则 


4 “一 志 2 一 CQOST; — COSTI 


一 一 2sin sin 于 < 0， 


从 而 T4 XI. 又 


-元 5 一 3 = 一 COST, 一 一 COST, 


.XT 一 XTX,. ZI 十 工 
一 一 2sin 一 sin 一 7 之 0， 


2 
故 zs 之 zz. 依次 递 推 , 知 {zs_1} 单调 递增 , {x2,} 单调 递减 
车 zi 之 zi, 可 证 得 相同 结论 . 
故 {(zz} 与 {zz-i) 都 是 单调 有 界 数列 , 因而 都 有 极限 . 设 
limz, 一 a, limz,, -1 二 6, 则 
cosa = pb, Q == COS (cosa), 
| 15 == COsS(cosp). 
由 XxX 一 cos (cosx) 零点 的 惟一 性 一 a = 0. 
所 以 , {zw} 与 (zo,_1} 收敛 于 同一 极限 . 即 {z,) 收敛 
例 15 求 下列 极 限 : 


cosp = w， 


e D3. 


n™"— 1] 4 
nn 二 2 7” 一 | 
解 。 同 例 9, 利 用 lim| 1 十 二 | 一 。 的 形式 性 


li” 
| 


3 sn I (13 2) dnd /Cn — 2) 
(2) lim| 一 | 一 lim | 1 十 | 一 el:， 
~ 2 NH—* co Hn 


3 
(1) lim | 2 + ， (2) lim 


一 2 
(1) lim = lim| 1 十 


心心 


n=-oo0l f} 


例 16 设 有 一 对 小 倪 经 两 个 月 后 成 年 ,从 第 三 个 月 开始 每 月 
产 一 对 小 免 , 新 出 生 的 小 免 也 在 出 生 两 个 月 后 成 年 ,每 月 产 一 对 小 
倪 . 假设 出 生 的 小 倪 均 无 死亡 , 求 : 

(1) 一 年 后 有 几 对 斧子 ? (2) 7 个 月 后 有 多 少 对 例子 ? 

(3) 车 个 月 后 有 ,对 兔子 ,计算 lim 天 

解 。” 知 按 题 示 规律 递 推 可 得 


月 份 |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 …: 


对 数 | 1 1 2 3 5 8 13 2] 34 55 89 144 233 .… 


将 上 表 表 示 为 数列 {FF} (2 为 月 数 ), 则 
{(F,} ;1,1,2,3,5,8,13,". 
数列 {F,} 称 为 右 波 那 契 (Fibonacci) 数列 . 
由 数列 观察 到 :Fri = 十 Fi1，n 之 2. 
现 要 求 通 项 已, 的 表达 式 . 构造 特征 方程 
1 一 十 1 一 工 一 1 一 0. 


解 得 一 对 特征 根 
zi 一 六 (1 十 Vv 5 )， zi = (1— Vv 5 ), 


将 1 一 1,2 代入 ,可 确定 
。 D4 。 


， - 加 一 ， ] 
Fi=allt | 二 cl| 二 = 1 Cc 一 一 -一 


-| 二 
pmo 1 十 | + | =1 _ 天 
i ee -| 二 全 | 


再 用 数学 归纳 法 证 明 已 , 的 正确 性 . 
__ 1 11+Yv5 1 5 、 
)1 一 ] 下 | 一 二 1 显然 
二 /= 2 5 1 显然 正确 
芳 一 & 时 ,天 成 立 , 则 一 R 十 工时 ,有 

加 1 +v5 人 一 
Fs F, + Fi 二 | 1 二 5 


+ 让 |L 二 | 一 | 和 | 


所 以 F, = 

成 立 , 由 此 可 知 
(1) n= 13,F, = 233( 对 ); 
(2) 1 个 月 后 ,有 


lim = 
例 17 用 有 限 覆 盖 定理 证 明 闭 区 间 套 定理 . 
证 ”用 反 证 法 . 设 闭 区 间 套 定理 不 成 立 , 即 闭 区 间 [La1,61」] 上 
任 一 点 都 不 属于 闭 区 间 [Lai ,684j, 则 必 存 在 点 的 邻 域 U(x,0,)， 
使 U(x,6,) 人 [ai,6ij 二 名 .但 [al,01 CC UU,0). 依 有 限 履 
盖 定 理 , 有 
[a sb] CUUG,6), 
其 中 UCzx,6,) [ai,b]= BR=1,2, ni E N,B i 2. 
设 max{ii,i2z，… 1s) 二 7, 则 由 闭 区 间 套 的 条 件 (1), 有 


Dla ;bj = Laj,b;]. 


于 是 YkE {1,2,.**,7}，, 
有 U (Xi,0) 站 (aj,0;) 一 新， 
即 VU,6) N La,b] = 人. 


这 样 , 一 方面 有 [ai,b] CUULz4,6,], 另 一 方面 ,UU (zi,6,,) 又 
不 包含 Laj,b;j CC [ai,81j, 从 而 引出 矛盾. 故 假设 不 成 立 . 

惟一 性 证 明 只 用 到 闭 区 间 套 的 条 件 (2), 而 其 它 证 法 相同 ,不 
再 写 出 . 

例 18 设 {f,(7)} 是 [a,6] 上 连续 聘 数 列 ,在 [a,56] 上 收敛 于 
连续 函数 /(x). 阁 {f.(z)} 在 La,6] 上 单调 减少 ,证 明 {f,(zx)) 在 
[a,b] 上 一 致 收敛 . 

证 Ye 0, 对 任 x。E€ [a,bj,3 Ne, 使 

[fx (Xo) — f(ro)| < e. 
又 由 f(x) 及 f(x) 的 连续 性 ,有 
lim fx C7) 一 Ar) = | x0) — f(xo)|. 
从 而 对 所 给 e,3 5. 二 0, 使 当 


s* 0 。 


志和 《7 一 Or ,Xo 十 0O，) 门 co 
时 ,有 |/ x, C7) 一 f(x)| << 上 E. 


由 于 {/,(x)) 单调 递减 , 故 当 n 二 N。 时 ,有 
cz -Go 及 1AGn 一 Ar1<s 


在 (Xo 0 ,Xo 十 O02 ) 人 [a ,， 上 成 立 . 

因为 [a,b] CU Cro — Bis70 + 60%,)) 
故 由 有 限 覆 六 定理 ,有 

La yp CU(z 一 OA 十 0 ). 
议 max {Ni ,Ns ,N,) 二 C， 
于 是 , 当 n 之 /时 ,对 任意 的 x € [a,b], 有 
[f(x)— f(x)| < 

成 立 . 所 以 ,函数 列 {f,(7z)) 在 La,b] 上 一 致 收敛 于 连续 函数 (x). 


第 六 万 。” 数列 的 上 、 下 极限 


主要 内 容 


1. 上 \ 下 极限 的 聚 点 定义 。” 有 界 数列 {a,} 的 上 、 下 极限 定义 
为 ta 的 最 大 (小 ) 聚 点 , 记 作 


lima,(= 4)， lima, (= a). 

2. 上 下 极限 的 a 入 定义 Ve 记 0,j NN 放 >0, 当 n 宝 时 ， 
总 有 a 二 4 十 6; 又 了 子 列 (a,), 使 a >> A 一 e (CE N), 则 有 
lima, (= A). 

el E 人 > 0 : 刁 和 N 盖 0, 当 全 六 时 ,总 有 ada, >4a <ej;j 又 了 子 询 
{a,} ,使 da 过 a 十 € (Ek E N), 则 有 lima,( 二 a ). 


。67 。 


3. 上 、 下 极限 的 确 界定 义 


lima, = lim supa; = in{ supa: (= A), 


Moe 站- CD 直上 1 1 kn 


lima, 一 lim infax = = sup inf{a: (= a). 


po 六 一 由 kn 


4. 上 、 下 极限 的 基本 性 质 
(] ) lima, < lima,. 


(2) lima, = 4 的 充分 必要 条 件 是 
lima, 一 = lima, (a 为 有 了 跟 数 或 十 ce ). 


(3) 对 a, 的 子 列 {a ,)， 有 


Lima, < lima, » < lima, » << iima， 


上 一 生 二 


(4) 上 、 下 极限 有 保 不 等 式 性 Vn 宇 壤 , 若 a, 过 6, 则 


lima, < limb,, lima, 过 limb,. 
(5) lima, 十 limb, lim (a, 十 6,)， 


< 
lim(a, + 6,) 过 lima, + limb,. 


Hr 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


上 .下 极限 的 概念 比 普通 的 极限 概念 要 更 复 末 ,关于 上 、 下 极 
限 命题 的 证 明 也 比 普通 极限 的 命题 复杂 和 困难 ,所 以 我 们 只 讨论 
数列 有 界 的 情况 .读者 要 注意 逻辑 的 正确 性 与 思维 的 严密 性 , 符 遇 
到 不 等 式 的 情形 更 应 如 此 . 
例 1 证 明 : 
(1) lima, 十 limb, lim(a, 二 b,) 二 lima, 十 limb,; 
< < 


(2) ne 十 TO < lim (a, 二 Bb,) 


HD no Hi 


证 移 证 lim( 一 a,) =— limua,. 


NH oO 


设 lima, 一 4, 则 依 上 极限 定义 é 人 0) 数列 {a, 中 至 多 只 有 
四 5 8 全 


Ta + limb,. 
HP 妇 x H-* oD 


NN 项 大 于 4 十 <s, 而 有 无 穷 项 小 于 4 一 ;2 即 对 (一 a) ,至 多 有 八 项 
小 于 一 4 一 £, 而 有 无 穷 项 大 于 一 a 十 ,所 以 依 下 极限 定义 ,有 


lim( 一 d,) 二 一 4a, 即 lim(— a,) =— lim (a,). 


He 


Hr Ht 


(1) 设 lima, 二 a, limy, 二，， Hm (a, 十 D) 一 c， 


Ho Ho Ho 


用 反 证 法 . 设 c 二 a 十 2 依 下 极限 定义 ,VY E>0,3 N, 当 n> 
N 时 ,有 a 十 b, 二 c 十 8. 不 妨 设 二 3 (0 十 5 一 c), 则 


当 n 之 入 时 ,a 十 5b, 过 Cc 十 EE 之 a 二 bp 一 &. 
又 有 lima, 二 a ,limb, = 二 5, 依 下 极限 定义 , 则 


当 n < N 时 ,a, <a 一 本 当 < ANA 时 ,< 6 一 5 
由 此 推出 邓 盾 . 故 a 十 2 委 c, 即 
lima, 十 Limb, < lim (Ca, + 6,). 


HH—* OO Fr 女 " Fl Ce 


又 令 d, -一 ts 十 p,，, 则 Wr 一 d, 十 (— 2 ) 。 于 是 
limd, 十 lim(— 6b,) & lima,, 


Hr 人 He OO Fi— ODO 


由 于 lim(— b,) =— limb,, 


一 吉 蕊 3 


所 以 limd, = lim (a, 十 2) 委 lima, 十 limb,. 


eo Nn co Ne Fe Co 


(2) 以 一 5 及 一, 分别 代替 题 (1) 中 的 a 与 5b,, 有 
lim (一 6b,) 十 lim(— a,) 委 lim — (a, + 6,) < lim — 5, 十 lima,. 


一 HC co Hc 


由 lim (一 a,) 二 一 lima,, 得 


[| 七 风 1 He oy 


— limb, 一 lima, < — lim(a, + 6,) <— limb, 一 lima 


Fh Ct Fi— HH CO HP 


nn 
hp 人 


上 lima, + imb, < him(la, + 6,) lima, + limb,. 


PE A CD HH HH Fi ~ 


当 ta :0,1,2,0,1,2,…; (60,):2,3,1,2,3,1,… 时 , 题 (1)、 题 
(2) 中 仅 不 等 号 成 立 . 读 者 可 自己 举 出 类 似 例 子 . 
例 2 设 a, 之 0， b, 之 0,n 二 11,2,…, 证 明 ， 


(1) ma, * imb, < lima,b, < lima, * limb, 


pO 心 辣 人 天 一 二 Ta 及 


. 59 。 


(2 ) lma, 。 lim b, 过 lima,b, 过 lima, * limw, 


Nc Hn 2 Hoo NH oD ND 


证 ” (1) 先 证 右边 不 等 式 . 依 定义 , {a,} 存在 于 列 (a,) ,使 a 
一 4 二 lima, 之 0; 而 对 (6 } 也 存在 子 列 { ), 合 bib 


有 一 各 全 2 


之 0. 
由 limb, < limo, sn bn 一 ab, 知 ab 是 数列 (av 的 一 个 聚 品 


有 一 HH 


故 lim(a,b,) 二 a 


He 


由 于 a 之 0,2 之 0, 所 以 
lim Ca 6 ab alimb, = lima, .limb,. 


骨 证 左边 不 等 式 . 当 lima, 一 0 时 ,不 等 式 显 然 成 立 . 设 lima 


一 bo, 依 定义 , 习 N > 0, 当 n> N 时 ,a, 这 0. 多 , 依 定 义 ， (a.b, }3 
子 数列 {4,.6%) ,使 41.6, 王 a 一 limasb,;{as)3 子 数 列 {a ) ,使 a 


H— OO 


—» b' = lima, . 


天 一 时 二 = 


因 为 2 一 jima, 之 lima, 一 Do Qu 之 0, 所 以 


b, 


一 Qn bn / an zr 


7 


Re 


即 生 是 (5,) 的 一 个 聚 点 , 即 竹 之 limb,. 从 而 知 


Ho 
四 1 . 
lim (Cab,) = a' 之 blimb, 之 lima, 。 lp， 
Ho NH CO Hr CD Ho 


(2) 类 似 可 证 . 请 读者 一 试 . 
例 3 证 明 ; 阁 a 盖 0, 对 {(a,) ,有 


imi 1)>1 
证 ”用 反 证 法 . 设 lima| 二 生 一 1|<<1, 则 3 N> 0, 当 "> 
NN 时 ,有 
la, 1| ~ Cd ct 十 1 了 
| 1|<1> -< ri 


将 一 连 串 不 等 式 中 前 个 相 加 ,得 
。60 。 


】 < 条 一 ct oN >1. 


了 T 十 元 二 3 十 十 万 下 Nh 
但 事实 上 , 当 上 一 co 时 ,上 式 左 边 一 十 cc 矛盾 . 夏 


>1. 
a 


和 7， 


limn 


HH—r CD 


例 4 证 明 : 若 a, 盖 0 和 一 1,2……， 有 
] 


lima, * lim 一 一 1， 


Hr OD 一 Cn 


则 数列 ta,} 妆 钱 ， 
证 ” 设 Iima， = a, 则 Tm 二 一 1,a>0. 
依 定义 ,VY € 之 0,3 当时 有用 


Ad, > 一 一 一 > CC 一 8)， 


TT = a| 1- I 
即 lima, 之 a. 因为 lima, 委 ima,, 所 以 lima, 二 lima ,数列 {a,) 收 


NH— eo 


敛 . 
例 $S 证 明 ;: 若 a, 0,n 二 1,2,…, 则 


理 
Ld [1 (全 
lim ~V a, < Hm -+!. 


证 设 4 一 Jim 生 , 当 a = 十 oo, 不 等 式 必 成 立 . 
当 0 夺 a < 过 十 品 时 , 依 极 限定 义 ,VY ese>0, 入 >0, 当 有 > 和 
时 ,有 -tl 一 a 十 6， 
dk 


任 取 nn 宝 , 令 二 N,N 十 1,…,n 一 1, 将 所 得 n 一 NN 个 不 
等 式 相 条 ,得 


LN+1 。CN+2 Cn-1 . 


Bh an < (aite)" ">a, < Ma ee)". 


e 0 。 


其 中 M 一 ax(a 十 8) .于 是 Va, < YM (a 十 6) ,得 


lm Va, < <lim YM(a+e)=at+e 


由 的 任意 性 知 ， 所 证 不 等 式 成 立 . 
例 6 设 有 数列 ia,} 及 稍 数 d 之 2, 令 
六 一 ay 十 ca 一 1 2，…， 
证 明 :数列 人 2 收敛 的 充 要 条 件 是 数列 {a,} 收 八 . 
证 ”充分 性 是 显然 的 . 现 证 必要 性 . 
设 {5,) 收敛 ;, 则 {65,} 有 界 入 ta,} 有 界 . 因为 大 有 |a | 和 好 
| 夺 MM, 则 当 |a,| 夺 MM 时 ,有 


1 l 
|a 1 | -一 本 J 


所 以 (a,} 有 页 . 
又 设 lima, 一 a， lima, 一 A ,limb, 二 5, 对 等 式 a, 一 品 一 da,yl 


no 


两 边 分 别 取 上 、 下 极限 ,利用 
lim(— a,) =— lima,, lim(a, + 6,) = lima, 十 limb,,, 


Ho 


Ho MH—r OD poo 


lim (a, + 6b,) = lima, + limb,. 
得 4 一 pp 一 aa， aa 一 5 一 以 4. 
立即 可 得 & 二 4A, 所 以 (a,} 收 敏 . 


A 


第 二 章 ”函数 .极限 与 连续 性 


第 一 节 有 映 冉 与 函数 


主要 内 容 


一 、 了 册 射 

1. 设 4A,B 为 两 个 非 空 集合 . 若 对 每 一 个 z E 4, 按 照 某 一 确 
定 法 则 f, 有 惟一 确定 的 y EB 与 之 对 应 , 则 称 法 则 /是 从 集合 A 
到 集合 B 的 一 个 上 映射 (又 称 算 子 ), 记 作 

f:A 一 B 或 jz 一 yy》 一 /Crz)，7E4. 
其 中 ,y 称 为 元 素 在 映射 /下 的 像 ,z 称 为 y 在 映射 了 下 的 一 个 逆 
像 ( 原 像 ). 集合 4 称 为 映射 /的 定义 域 , 记 作 D(C()== 4. A 中 所 有 
元 素 工 的 像 y》 的 全 体 所 构成 的 集合 称 为 映射 的 值 域 , 记 作 
R(f) (或 1(4)), 即 
R(f)= /14)= {yly= f(r), zx € A). 

2. 设 / 是 从 集合 4 到 集合 8B 的 一 个 映射 , 吞 对 A 中 的 任意 两 
个 不 同 的 元 系 好] 关 X; 它 们 的 像 1 关 y; 则 称 了 是 从 4 到 B 的 一 
个 单 射 ;如 果 R(Jf) = 二 5, 即 B 中 每 一 元 素 y 都 是 A 中 某 元 素 的 像 ， 
则 称 了 是 从 4 到 吾 的 满 射 ; 如 果 了 既是 单 射 又 是 满 射 , 则 称 /为 双 
射 (一 一 映射 ). 

3. 设 1;4 一 B 是 单 射 , 则 由 映射 定义 ,对 每 一 y € RD 有 
惟一 的 + € A 满足 f(r) 二 y. 对 应 关系 g:R(/) 一 A 定义 一 个 从 
R(/) 到 XX 的 映射 , 称 为 的 逆 上 映射, 记 作 广 !. 定 义 域 为 D(/ 1) = 

全 63 和 


R(/), 值 域 为 R(f ) = 4. 

4. 设 有 两 个 映射 g:4 一 Bi,f:B; 一 C, 如 果 BC B,, 则 对 应 
关系 f。g:A 一 CC 或 (J 。g)(z) 二 f[g(x)j,zx E€ 4 定义 一 个 从 4 
到 C 的 映射 , 称 为 映射 / 和 g 的 复合 映射 . 

二 、 沙 数 

1. 设 有 两 个 实数 集 4 和 如 ,者 存在 一 个 对 应 法 则 六 使 集 4 内 
的 每 一 个 数 z, 都 有 一 个 惟一 的 数 yE 了 与 之 对 应 , 则 称 / 是 定义 
在 集 4 上 的 函数 . 记 作 :x 一 y= 二 f(x).y 二 f(x) 称 为 一 元 实 函 
数 , 人 简称 晒 数 . 4 称 为 定义 域 . 

函数 f 给 出 工 轴 上 点 集 4 到 > 轴 上 点 集 恕 的 一 个 映射 

2， 男 数 的 表示 法 即 对 应 法 则 了 的 表示 法 ,有 列表 法 、 图 示 法 
和 公式 法 ， 

唤 数 的 公式 法 表示 除 形式 y = 二 1 (xz) 外 ,还 有 分 段 表 示 、 隐 和 式 
表示 与 参数 表示 . 

3 函数 的 几 个 特性 

(1) 奇偶 性 ” 设 J 了 为 定义 在 对 称 于 原点 的 数 集 DD 上 的 函数 ， 
者 对 x EE D, 有 一 xz ED, 满 足 

f(z) = 一 f( 一 xX) (或 f(x) 二 f/f( 一 x))，xzE€ED， 

则 称 / 为 D 上 的 奇 函 数 ( 或 偶 函 数 ). 

(2) 有 界 性 ” 设 f(z) 在 D 上 有 定义 ,车 jj M>0, 使 VzE 
D, 有 |f(z)| 硅 M, 则 称 /为 D 上 的 有 界 沙 数 . 

(3) 单调 性 ” 设 f(z) 在 D 上 有 定义 ,车 V zz ED,z 魏 
Xz 时 ,有 

Jj (zi 委 /za) (或 f(zi) 之 f(zs))， 
则 称 函 数 / 在 乙 上 单调 增加 (或 减少 ). 当 式 中 等 号 不 存在 时 , 称 严 
格 单调 增加 (或 减少 ). 

(4) 周期 性 ” 设 f(z) 在 D 上 有 定义 ,车 存在 正 数 芽 ,使 对 于 
一 切 T ED,f(z 十 了 ) = f(z) 成 立 , 则 ff 为 D 上 的 周期 沙 数 ,TT 
为 了 的 周期 .了 中 的 最 小 值 称 为 最 小 周期 ,简称 周期 . 
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4. 设 有 消 数 .4 一 R 与 8:B 一 R, 若 R(/) 己 B, 则 称 复合 映 
射 p 二 gg。f:4 一 R 为 g 与 f 的 复合 明 数 .如 y= g (4) ,zu 一 f (7x), 
wt € RC(A), 则 My 

y= 7) = (g° fr) = g(r)), rE 4 
其 中 称 为 中 间 变 量 ,“。” 表 示 复 合 运 算 . 

s, 设 有 函数 /:A4A 一 B 二 R(), 若 存在 函数 g:R(f) 一 4, 使 

8g 是 f 的 道上 映射 ,f 是 可 道 的. 则 g 称 为 /的 反 ( 逆 ) 图 数 , 记 作 
g=/ . 

6. 常数. 帘 阴 数 .指数 涌 数 ,对 数 函 数 、 三 角 函 数 、 反 三 角 思 数 
统 称 为 基本 初等 函数 . 由 基本 初等 消 数 经 有 限 次 四 则 运算 与 复合 
运算 得 到 的 可 由 一 个 式 子 表示 的 图 数 , 称 为 初等 图 数 . 


疑难 解析 


1. 构成 一 个 映射 有 了 哪些 条 件 与 要 求 ? 

答 构成 一 个 映射 必须 具备 下 列 三 个 基本 要 素 : 

(1) 集合 4, 即 定义 域 D(f) 一 4; 

(2) 集合 8, 即 限制 值 域 的 范围 :RC(f) CC B，; 

(3) 对 应 法 则 了 ,使 每 个 x€ A, 有 惟一 的 y 二 f(x) 与 之 对 应 . 

在 这 里 ,映射 有 两 点 要 求 : 一 是 元 素 的 像 必 须 是 惟一 的 . 如 
1/ :六 一 过 就 不 是 一 个 映射 ;凡是 不 满足 像 的 唯一 性 要 求 的 对 应 法 
则 , 一般 只 要 对 值 域 范围 稍 加 限制 ,就 能 使 之 成 为 映射 . 二 是 不 要 
求 原 像 也 具有 惟一 性 . 如 f:y = x? 是 一 个 映射 . 

2. 说 了 明 函 数 与 映射 的 关系 ? 

答 。 在 映射 的 定义 中 ,车 B 是 一 个 实数 集 , 则 称 映射 f;A 一 
B 是 泛 消 ;大 4,B 都 是 实数 集 , 则 映射 ,4 一 B 是 一 元 函数 , 若 4 
二 BB, 则 是 A 到 自身 的 映射 , 称 为 A 上 的 一 个 变换 .车 集 4 中 的 
每 个 元 素 都 映 为 自己 , 则 映射 称 为 恒 等 映 射 或 单位 映射 , 记 作 了 
或 1T, 妈 YrxE A,I,=…= xz. 

本 0b5 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


映射 的 基本 概念 必须 十 分 熟悉 ,才能 证 明 关 于 映射 的 一 些 命 
题 . 证 明 中 要 特别 注意 元 素 的 任意 性 ,只 有 任意 性 才能 保证 命题 的 
普通 性 . 证 明 技 巧 中 很 重要 的 一 点 是 反 证 法 的 运用 ,用 好 反 证 法 将 
给 我 们 解 题 以 很 大 便利 . 

例 1 设 4= 二 B= [0,1], 则 (Cx) = FT, pz) 一 sinxz， 
(TX) 二 工 都 是 什么 样 的 映射 . 

解 gp 是 从 4A 到 B 的 单 射 ,不 是 满 射 ;gp 是 从 A 到 B 的 满 射 ， 
不 是 单 射 ;p; 是 从 A 到 B 的 双 射 . 

例 2 设 映 射 /;4 一 B 是 可 逆 的 ,证 明 :; 其 道 映 射 是 惟一 的 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 g1,g; 都 是 了 的 逆 映 射 ,月 gi 关 gy; 则 3 y 
€ B ,使 得 EL1(Y) FF (CYy). 由 于 有 J/ 。gs(y) 一 y, 担 gi1 ° f°。 g2lYy) 
二 88170). 又 外 J 二 14 得 g1。f。gs(y) = gs(y), 即 有 gi1(y) 一 
g2(y》) ,推出 邓 盾 ,所 以 假设 不 成 立 . 映射 f:4 -> B 可 逆 , 则 其 道 映 
射 是 惟一 的 ， 

例 3 设 /:4 一 已 与 8: 刁 一 4 是 两 个 任意 映射 , 若 eg。 三 = 
14, 证 明 / 是 单 射 ,g 是 满 射 . 

证 因为 VrE4, 元 素 /(x) € B, 使 g[f(r)]==x, 所 
以 g 是 满 射 . 

用 反 证 法 证 明 / 是 单 射 . 设 有 zi 闫 zs, 使 fz) 二 f(x,), 则 
8 f(T) 二 gg f(t). 又 g。f==14, 故 x = x,, 推 出 了 矛盾 . 所 以 
/一 定 是 单 射 . 

例 4 设 有 映射 /:.X 一 了 ,A 性 X,B 性 Y, 证 明 . 

(1) A171(B)1| = BAN fr); 

(2) / (4(4)) 忆 4, 若 /是 单 射 , 则 广 :[/(4)] = A4; 

(3) LA:(B)] = B 舍 Jf 为 满 射 . 
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证 (1) /[/1(B8)j] 守 BN f(z) 是 显然 的 .又 由 B 站 / (x) 
CBBNMN fF SE FB ,PU BN fC) CAL B). 
故 flLf17'(B))= Bf f(r). 

(2) 只 需 证 /LfC4)j 己 4. 因为 YrE€Ef [f(A4)],djy€ 
f(A), 使 得 7 二 /iCy), 所 以 y= 二 了 (x7). 即 了 [f(A4)| AA. 

若是 单身, 则 ff/ (4)j = A. 

(3) 先 证 充分 性 . 由 题 (1) 知 了/7(B)] CB, 又 因为 /是 渍 
射 ,VyE€B,33xE€E fi(B), 使 f(x) = 二 y, 故 y= 二 /Lf 1(B)], 因 
而 BSALA2C0B)]. 于 是 ff 作 f/f:1(B)j = B. 而 必要 性 是 显然 的 . 

例 5 设 上 映射/:X 一 Y,A4A,B 性 XX. 证 明 : 

(1) f(A UB) = fA) U /0B); 

(2) f(A NB)ESEFA) NB); 

(3) 奇 /为 单 射 , 则 题 (2) 成 为 等 式 . 

证 (1)VYyEIA4UB), zzE4UB. 当 rzE4 时 ,yE 
/4); 当 EB 时 ,y € Af(B). 所 以 y € f(A) UTCGE), 故 

f(AUB)Cf (A) UYU £0B). 

义 VyE€EfAA)UJ(B), 当 yE f(A4) 时 ,jj x € 4, 使 f(x) 
一 y; 当 yE€E/(B) 时 ,3 XE 8, 使 f(r) = y. 故 

f(A) Uf(B)YC fA YU B). 

综 上 所 述 得 , /1 (4 UB) = f(A4) Uf(B). 

(2) 因为 Y y€E f(A4 门 B),I]j XEANMNB, 使 f(x) 二 y, 即 x 
EA 有 rEB, 故 y€ f(A4) 有 目 y€f(B). 故 

(ANMB)CLA) NN 1B). 

(3) 因为 题 (C2)YyE (4) 站 /1(B). 有 yE/(4) 且 yE€ 
fC(B). 所 以 3 rE 4, 使 f(x)==y,3 x;€ B, 使 f(r;) 二 yy. 又 因 
为 / 是 单 射 ,所 以 zi 一 z 即 zE4 站 ,又 4) 站 CSB)CACGA 
站 B), 改 AN B)= f(A) ff(B). / 

例 6 证 明 :.f 是 4 到 B 上 可 首 映射 的 充分 必要 条 件 是 /是 4 
到 8B 的 双 射 . 

6067。 


证 ”充分 性 ” 设 / 是 4 到 B 的 双 射 , 则 Y y € 8B,3 惟一 的 
x € A, 使 得 y= 二 f(z). 由 此 作 从 B 到 有 A 的 映射 :ff 7"'y 一 7, 则 VY x 
E A, 有 

Cf ef) Cr) =f f= (yy) 一 并 
Bf 。f 二 4. 同时 ,V y € B, 有 

(fof ) Cy) = y= f(r) = y. 
即 /。f 二 7s. 因此 ,f 是 可 逆 的 . 

必要 性 ” 设 / 可 逆 , 故 存在 /':B 一 4, 使 得 f/f '。f = 了， 

1 。j “= 二 1, 于 是 ,VY rz E A, 当 f(x) = 二 f(x;) 时 ,有 
T= (for) = f(r) = ff x,)) 
= (ff lo° f)(zx;) = rx,. 
所 以 ,/ 是 单 射 .又 ,VY y E B, 有 
y= (f° f(y) = ff Cy))]) 
即 R(f) = 二 B, 故 知 f 又 是 满 射 . 从 而 f 是 双 射 . 

擎 握 引 数 的 基本 概念 ,对 函数 式 .函数 的 定义 域 、. 值 域 .复合 函 
数 和 反 函 数 有 足够 的 了 解 ,能 够 求 出 函数 表达 式 、 定义 区 域 和 函 
数 , 会 复合 和 分 解放 数 ,会 从 已 知 函 数 求 出 困 数 的 反 函 数 , 

例 7 设 /(zrz)= 二 2x 一 Xz (0 过 xX 之 1), 求 定义 于 (一 oo%， 
十 ce) 的 胃 数 F(z), 使 F(z) 满足 以 下 条 件 : 

(1) F(X)=/(r) (0rR 1); 

(2) F(— 7) 一 一 上 GZ) (一 ce 所 过 所 十 oo) 

(3) F(z 二 2)=— F(x) (一 ce 二 过 所 十 co)， 

解 。 由 条 件 (3) 知 F(z 十 4) = 二 一 F(x 十 2) = 二 F(z), 所 以 
F(z) 是 了 一 4 的 周期 函数 . 在 [一 2,2] 上 考虑 F(z) 的 表达 式 , 因 
为 在 L0,1j 上 有 

F zl) 一 Ar) 一 2r 一 2 一 1 一 (zx 一 172， 
由 已 (一 了 ) = 二 一 (x), 故 在 [一 1,0) 上 有 
F(xr) 一 一 L1 一 (一 一 1) 一 (Cr 十 1)2 一 1， 
sa O08. 


由 Fr 十 2) = 二 一 FCr), 故 在 Ll1,2) 上 有 
Fr 一 一 (rz 一 2 人) 十] 平一 1 一 1 一 (Cr 一 1 
又 由 下 (一 z) 二 一 F(x), 故 在 [一 2, 一 1) 上 有 
Fz) 一 [1 一 (一 zz 一 1 一 人 十 1 一 1 上 
综 上 所 述 得 ,在 [一 2,2j 上 有 
1 人 一 2 和 过 工夫 0， 
F(T) 一 
] 一 (zz 一 1 六 ， 0 和 妇 < 2. 
考察 到 人 二 4, 故 在 (一 co, 十 co) 上 有 
上 4 一 2 所 工 <4&， 
F(T) 一 


RELDL. 
1— (rx—4k—1),， 4k 夺 7 公证 2， 


例 8 设 /(7) 一 03 一 xz) 十 49 一 夏 , 求 /(zx) 的 定义 域 


与 f[f(— 7)|. 
1 
解 I 一 z) 要 求 3 一 +0,3 一 7 了， 了 x 
2 (jj 2 二 x 二 3. V49 一 训 要求 一 7 声 X 亿 7. 故 f(x) 的 定义 域 
为 一 7 过 7 二 2U2 二 z+< 达 3. 


2 一 —~ | _ \ 
因为 /( 7 = Bi6 0 三 1 所 以 
/UDJ=/D -mt4V3. 
例 9 求 下 列 函 数 的 定义 域 : 


) <” 一 一 一 -一 一 ， ,上 上 一 并 
(3) y= V2 十 工 一 工 十 arcsin lg 证 | 

， 2 
(4) y = arcsin 7 十 区 
解 (1) |zl 一 x 关 0, 定 义 域 即 |z| 关 工 的 点 集 . 


ll—7 ss 、 
(2) T 了 0,7 二 之 0. 定义 域 为 ( 1,0) LU (0,1). 


ea 站 日 。 


2 十 工 一 邓 之 0， ({(2 一 7X)(l 十 7X7) 这 0， 
oa | 


1<lgi <1. 
由 第 一 式 得 一 1 委 z 委 2 ,由 第 二 式 得 1 委 z 委 100. 和 定义 域 为 
[1,2]. 
(4) 由 
少食 I 2 
te SS 
即 一 3 过 [二 和 1, 解 得 一 于 之 z 过 1. 定 义 域 为 [一 十,1| 
例 10 设 f(x) 的 定义 域 为 [0.1] 求 下 列 函 数 的 定义 霹 
G) jsin 二 |， (2) fz—a)+f(zt+a) (a>0). 


解 7 
1] ,所 以 2 过 一 委 (2 十 1)7 2 GE Z. 


oi 


1 1 1 
Mm mth | wT 训 | 


局 /| sin 万 | 的 定义 域 为 | 于 于 了 ,关上 [1, 十 >) 
(2) 由 fa) 的 定义 域 为 [0,1] 知 ,应 有 
i 
0 三 工 十 a 世 1， 一 ada 世 工 世 1 一 a. 
因为 a >0, 故 当 1 一 a 宇 a( 即 0 二 a 过 1/2) 时 ,a 过 X+ 达 1 一 a. 


当 1 一 a<<a( 即 aa 二 1/2) 时 ,不 等 式 组 无 解 .定义 域 为 [a,l1 一 a] 
(0 < 过 a<1/2). 


例 11 设 1(xX)= 二 和 Nz 十 VX , 求 : 
(1) f(x) 的 定义 域 ， (2) 3 {Lf Cz)])?. 
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sin — 


解 (1) 因为 
0 ， Zz 忒 0， 
f (x) -1 


(2) 由 /Lo]= ANVz+v 束 +VIVAT 7 记 ) 


一 人 2WVz V2f (zx), 


得 {f[f(z)])* = 二 {V2}? 一 .2f Cx) = f(x). 


求 函数 定义 域 时 要 注意 以 下 几 点 :(1) 负数 不 能 开 偶 次 方 ; 
(2) 分 式 的 分 母 不 能 为 零 ;(3) 对 数 的 真 数 必 须 是 正 数 ;(4) 反 三 角 
晴 数 值 有 限制 ;(5) 反 函 数 y= 二 广 1(x) 的 定义 域 是 原来 函数 y = 
f(x) 的 值 域 ; (6) 奇偶 函数 定义 域 是 关于 原点 对 称 的 数 集 ; (7) 
有 限 个 一 数 四 则 运算 得 到 的 函数 的 定义 域 是 这 些 孙 数 定义 域 的 交 
集 ;(8) 复合 函数 z= 二 f[g(zx)] 的 定义 域 一 般 是 y= 二 g(x) 定义 域 的 
子 集 ,在 子 集 上 >y = g(x) 的 值 域 属于 z= f(y) 的 定义 域 ;(9) 应 用 
问题 水 数 的 定义 域 要 考虑 问题 的 具体 条 件 与 意义 来 确定 . 

例 12 证 明 : 夺 对 任意 实数 z+ 和 y, 有 

2f (Tf(y) = f(r ty) + fr — yy), 

且 fj (x) 关 0, 则 : 


(1) [f C0) = 3 [fC27) 十 1]; 


(2) [fC2DF+ [EfO) = f(r yf(r my)+1. 

证 ”此 类 问题 一 般 通 过 对 已 知 等 式 中 的 x 或 y 取 特殊 值 来 
证 . 

(1) 在 等 式 中 令 y= 二 0, 得 2f(x)f(0) = 2f(x). 由 f(x) 关 0 
和 上 式 的 普通 性 , 必 /0) = 1. 再 在 等 式 中 令 x 一 y, 得 


2 DF = 27(2z) + 1>[Lf (2) = [5/27) + 1]. 
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(2) 在 等 式 中 以 xz 十 y 与 7 一 > 分别 殖 代 x 与 y, 并 利用 蜗 (1) 
的 结果 ,得 

2f (r+ yf ry) = f(27) + 1 (2y) 

= 2[f/(r)F T+ 2Lf/(y)J ~— 2,) 

所 忆 [fnDF+EO)F Sf fr y+1. 

例 13 已 知 /(z) 是 单 值 图 数 , 且 满足 方程 

fi:Udnrx) 十 2zjlnz) 十 2inzr 一 0 (0< 过 <<e)， 

大 0) = 0, 求 f(x). 

解 设 上 =lnz, 则 zz 三 ev 关系 式 化 为 

f(t) 十 2ecfG) + e*t = 0. 


解 得 f(t) = e'(1 圭 V1 一 ,由 (0) = 0, 得 
Frzr) 一 er(l 一 V1 zx). 
例 14 设 川 z 十 过 |= 空 十 二 十 3, 求 Ar) 
解法 1( 化 变量 法 ) 
川 z 十 过 j= 卫 十 直上 3 一 |z+ 革 | +1， 
故 f(x)= z+1. 
解法 2 设 1 二 x 十 二 , 则 二 x 十 古 十 2. 因 此 
1 = 一空 十 方 十 2 十 1 一 在 十 1 


故 f(r)=x++1. 
类 似 可 求 下 列 各 题 : 


已 知 川 二 | = 十 V1l+ zi (zr > 0), 则 
f(z) = 二 (1 二 VETF1). 
已 知 f (rz 十 1) 二 x 一 37 十 2; 则 f(x) 二 =x? 一 5z 十 6. 
例 15 设 z 二 Vy 十 /(YT 一 1), 且 y= 二 =z. 求 f(x) 
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及 = 的 表达 式 . 

解 取 y=1,z 王 工 代 人 已 知 表达 式 ，, 得 

7 一 1+sr 1)=>r—1l1=/(Yxrx 一 1). 
念 yz 一 1 一 上 , 则 一 (+t 十 1)”, 上 式 化 为 
7 一 性 十 1)3 一 1 一 在 十 3 十 3 

即 fr) 二 7X’ 十 3X” 十 37， zx 一 wy 二 (r 一 1)，. 

例 16 设 对 任意 z,y € R, 若 有 川 三 了] > > [f(z) + 
f(y)], 有 征 f(x) 守 0,;/(0) = c, 证 明 ; 对 任意 xz € R,f(x) =c. 

证 不 等 式 川 王 寺 衬 | >> 寺 [7(z) 十 f(y)] 说 明 在 任意 区 间 
2 了 


[ap 上 ,函数 f(x) 在 区 间 中 点 一 一 的 值 不 小 于 两 端点 上 上 田 数 


值 f(a) 与 / (5) 的 算术 平均 信 , 则 画 数 曲线 是 水 平 的 或 向 凸 起 
的 . 车 f(z) 宇 0, 则 f(z) 只 能 是 水 平 线 . 先 用 反 证 法 证 f(r) 之 cc. 
设 3jaE€ER, 有 fla) 过 c= 二 f(0). 又 设 1(0) 一 f(a)= 二 hh 泡 
0. 在 题 给 不 等 式 中 , 令 工 = 二 0,y = 二 2a, 则 有 
2f (a) 之 1 (0) + f (2a) 
或 fl2a) Sf(0) — 2[Lf60) ~— fla)] = f(0) — 2h. 
令 工 二 4a,y 二 34, 类 似 推 出 
f (3a) 委 2 (2a) 一 Ja) 1(0) 一 3 
由 数学 归纳 法 可 证 ,对 任意 2 有 
fa) 委 大 0) — nh. 
因为 二 > 0, 故 当 久 充分 大 时 ,有 /Qa) 过 0. 这 与 f(x) 实 0 牙 盾 ， 
所 以 ,对 任意 x ER, 有 上 jz) 之 ec. 
由 来 证 jz) == c. 因为 对 题 给 的 不 等 式 , 若 取 y= 二 一 x (XE€ 
R), 有 2f(0) = 2c 之 J(7) 十 f( 一 7). 由 于 f(r) 衬 c,/ (一 +) 之 
Cy 邦 必 f(x) 三 (一 工 ) 二 c. 即 对 任意 XT ER,f(x)=c. 


例 17 设 /(7) 二 二, 求 Af[fCf(z))]) 和 Jf[1/f(x)] 
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(> 天 O00,X 天 ] )， 
7ZACZ 一 1) 


解 1L/ zi 一 Fr 二 二 


/Lf/(f (7))] = -一 7 = f(z), 


f{fLf Of = f(T)) = CX. 
又 1/Cz) = (Cr 1)/r=1 一 1/7x;, 所 以 


一 .让 
{TU/f = fID = 1 
例 18 设 阻 数 
f(x) = 1， | 二 | 委 1， g(x) = 2— XX， [x| 志 2,， 
0， |z| 守 1， 2 ， Ix| 守 2， 


求 f[fCx)],feCr)), gtf lr) ,ete(r)]. 
解 ” f(x),g(Xx) 的 图 形 分 别 如 图 2. 1(a),(b) 所 示 . 


图 2.1 
(1) 因为 在 (一 ce, 十 0) 内 ,|/(z)| 牵 1, 所 以 
Ll/(x)]=1l, <zr<+oo%. 
(2) 因为 当 1 声 |rt| 志 V3 时 ,|g(z)| 志 1, 当 |x| 过 1 或 |x| 


> V3 时 ,jgCrz)| 污 1, 所 以 
Fredzy] -下 1< lzl 委 V3， 
0， 其 它 . 
(3) 因为 在 (一 ceo, 十 ee) 内 ,|7/Gz) 科 1, 于 是 gLAGCz)] 一 2 
一 [f(rx) 上 .考虑 f(x) 的 取 值 ,得 
。74 。 


fe ) 机 [六 委 和 1， 
BIT- sl 
(4) 因为 在 (一 co, 十 ceo) 内 ,|g(z)| 委 2 所 以 g8LgCz) 一 2 


一 [g(x)J. 考虑 g(x) 的 取 值 ,得 


2 一 (2 一 xz’), | 工 | < 2， 
glLsg(z)j = | 


一 2， iz| 守 2. 
、 一 -~ 二，; 《 一 站 f(r) |}. 
例 19 设 f(x) -让 求 f(x) LL f(x) 
这 | . 当 n 二 2 肝 ， ,A(X) 二 一 一 一 ;. 设 当 
解 ” 用 数学 归纳 法 . 当 时 ,fz(x 记 二 寺 nn 
一 此 本 ， 太 一 ”~ i nn 二 上 ]， 
时 ,六 (zz) i 十 于 十 1, 有 
fi (x) 一 7X/vi+kr 一 ~ -~ 
V1 十 [z/ vT 二 在 “lt+ tir 
a 十 4b 


例 20 设 y 二 十 4 (44 一 妈 关 0), 求 其 反 喇 数 , 并 指出 a， 


zx 二 二 4 十 4 所 以 反 函 数 为 


— a 


dz 十 一 cz 十 2 
由 二 二 一 pe 一 (a 十 diz 十 (一 a)z 一 8 一 0， 


所 以 ;应 有 a 十 d=0 或 6 二 c= 二 0 而 4 二 4d 关 0. 

了 解 郴 数 的 特性 ,对 研究 函数 是 十 分 有 用 的 . 解 这 类 题 的 方法 
有 有 反 证 法 ,但 等 变换 法 、 放 大 法 等 . 

例 21 证 明 : 定 义 于 对 称 区 间 ( 一 4,2) 内 的 任何 函数 jz) 均 
可 表示 为 一 个 奇 果 数 与 一 个 偶 函 数 之 和 的 形式 . 

证 ”构造 两 个 新 的 画 数 


fi(x) = 3[f Cz) + f(z)], f(r) = 3[f Cz) — f(z)l. 


ee TO 。 


因为 fi(— x) = 六 [一 站) 二 f(— (— x))] 


- 5[/(— z) + f(z) = f(x), 


f(D = 3 7) /~ 7))) 


— 5[f(— z) ~ f=— f(z), 


所 以 ,f1(z) 是 偶 函 数 , 太 (z) 是 奇 肾 数 .而 
fx) = fi(7) + f(x),) 

故 f(x) 可 表示 为 一 个 育 函 数 与 一 个 偶 图 数 之 和 、. 

例 22 设 1(r) 是 奇 函 数 ,f1(1) 一 a, 且 

f(r 2)— f(r) = f(2). 

(1) 求 (2) 与 f(5) 与 a 的 关系 式 ; 

(2) a 为 何 值 时 ,f(x) 是 以 2 为 周期 的 函数 ? 

解 (1)z 取 一 1,1 和 3 时 ,由 所 给 等 式 得 

f2) 一 1) 一 太一 1 一 281CGL) 一 2a， 
1 (2) 一 (3) 一 1)， 2) 一 (5) 一 了 (3)， 

将 后 两 式 相 加 ,得 f(5) = 2f(2) 十 f(1) = 5a. 

(2) 如 果 f(zx) 以 2 为 周期 , 则 

f(r+i+2)= frr 2) om fx) = 0 = f(2), 

即 /2) 二 24a = 0=>a 二 0. 所 以 取 a = 二 0 时 ,f(x) 是 以 2 为 周期 的 
周期 函数 . 

例 23 已 知 函 数 f(x) 满足 关系 式 


af (zr) 十 /| 主 | 一 一 (la| 关 1,a,b 为 常数 )， 
确定 /(z) 的 奇偶 性 . 
解 ”将 zx 二 一代 人 关系 式 得 af 
为 与 关系 式 联 立 得 方程 组 


| 二 fQ) = bt, 又 将 1 改 


ee 7D。 


af| | + fen = bz, 


af (x) + f(x) = 二 
可 解 得 
f(z) 一 了 | 空 一 杂 }= 二 Cial 天 1 
显然 太一 z = 全 二 全 二 一 一 f(x). 


所 以 f(x) 是 奇 图 数 . 
例 24 证 明 : 电 数 了 (x) = 2z 十 sinzx 在 R 上 是 严格 递增 的 . 
证 Yrx,yER, 有 HX 二 y,; 有 


Isiny ~— sinx| = 2 sin * COS > 二 
< 2 sinY < y 一 工 ， 
即 有 — (y— 7X) 二 siny— Snr 》 一 工 . 
由 此 f(y)— /f(x) = 2(y— 7) + Gsiny ~ sinz) 
宇 y 一 过 0. 


从 而 知 f(x) = 2z 十 sinx 在 R 上 是 严格 递增 的 . 

例 25 设 f(r),gplr),J(x) 都 是 单调 增 函 数 ,日 满足 

f(r7) RY7) SC Yr), 

证 明 : f[Lf(r) < Apr) yiy Cr)]. 

证 ”由 f(r7) 达 8x) 志 (x) 是 f(z),9(x) ,4(z) 均 为 单调 
增 国 数 ,得 

AWACONE< CO EC EC 
即 所 证 不 等 式 成 立 . 

例 26 讨论 下 列 了 少数 是 否 周 期 消 数 .若是 , 求 出 其 周期 . 

(1) y = xcosrz; (2) y = sin’x. 

解 ”判断 一 个 函数 是 否 周期 图 数 常 用 两 种 方法 :一 是 将 所 给 
消 数 进行 恒 等 变 形 ,讨论 是 否 为 周期 滑 数 的 和 、 差 . 积 . 商 ;二 是 利 

ee 777 。 


用 反 证 法 ,证 明 周 期 工 不 存在 (或 与 变量 有 关 ) 
(1) 因为 在 zcosz 中 ,z 不 是 周期 函数 ,所 以 函数 的 周期 可 能 
不 存在 . 用 反 证 法 . 设 函 数 的 周期 7 0, 则 
(并 十 7)cos( 过 十 ) 一 COSY， 
今 T= 二 0 和 w= 二 x/2, 得 


《cos = 0, [7 = 0， 
一 昌 ， 


一 本 
sin7 = 0， 


1 二 
显然 ,满足 方程 组 的 了 不 存在 . 故 y 二 zcosz 不 是 周期 函数 . 


(2) sin 过 是 两 个 周期 函数 的 积 , 可 能 是 周期 函数 ,用 恒 等 变 
换 法 ,得 


了 十 天 
2 


cos| 


y 二 sin’x 一 3 一 二 cos2z. 


2 

其 中 1/2 是 常数 ,周期 可 取 任 意 正 数 ;cos2z 是 周期 为 r 的 周期 函 
数 . 所 以 y = 二 sin*x 是 周期 为 7 的 函数 . 

例 27 证 明 : 知 函数 f(x) 与 g(x) 在 数 集 4 上 有 界 , 则 函数 
jz) 十 VCzJ，Az) 一 VCZ) ,AZz)oz) 在 数 集 4 上 也 有 界 . 

证 ”看 /rz) 有 界 , 则 jj AM >>0VzEA4 有 1|Jz)l 雪 2 
右 VCZ) 有 界 , 则 3 AM >0YzE4 有 1pz)|l 近 AM. 所 以 

[f(z) 土 wz [f+ [px)| M+ M,, 
fOr) pr)| = | fr) pz)| 委 NM M.. 

故国 数 (7X) 十 p(X), 了 (x) 一 JLx),f(x)glzx) 在 A 上 也 有 界 . 

例 28 证明: 定义 在 同一 数 集 上 和 且 周 期 是 可 通 约 的 两 个 周期 


函数 的 和 与 积 都 是 周期 函数 , 并 求 f(x) = sinz 十 3sin2x 十 
二 sin3z 的 周期 和 f(x) = sin?x 的 周期 . 


证 ” 设 f1(7),f;(x) 是 定义 在 同一 数 集 上 , 且 周 期 分 别 T, 和 
了 的 两 个 周期 明 数 . 设 醋 为 T 与 7T, 的 公约 数 , 即 
Ti =khT, T,=h,T (,k,€ 7) 
。78 。 


则 frt+kT) = fr), flr tt kT) = f(x7). 
设 (x) = (zx) 十 f,(7), 于 是 
F(x RksT) = f(z RksT) + fox t+ kiksT) 
= f1(7) 二 + fi(7) = F(X). 
设 ,CX) 二 f1(z)f2(7X), 于 是 
FCr ti kkT) = fx kkT) fr + Rk,T) 
= f(r)fi lr) = F(x). 


在 /(z) 一 Sinz 十 Fsin2z 十 到 sin3z 中 ,sinzysin2zryslin3z 的 
周期 分 别 为 2xr,x, <x, 所 以 /(zx) 的 周期 是 其 最 小 公 倍数 2r. 


rozy 一 sinzr = (1 一 cos2x) 的 周期 是 x( 见 例 25 题 (2)). 


第 二 三 ”图 数 的 极限 


主要 内 容 


1. 设 /为 定义 在 (十 ce) 上 的 函数 ,4 是 一 个 确定 的 数 , 若 
Yese>0,3 AM>0:, 使 得 当 x>M 时 ,有 
| xz) 一 4| < e， 
则 称 函 数 / 当 z 趋向 十 ce 时 以 4 为 极限 , 记 作 
dim / (7) 一 4 或 f(r)—A(r— 00). 

2. 设 在 点 xo 的 去 心 令 域 U"(zo,66。) 内 有 定义 ,4 是 一 个 确 
定 的 数 . 若 Ye>0,38>0(6 王 0), 使 得 当 0 一 lz 一 zl<G 
时 ,有 

[f(x)—A|<e, 
则 称 7 当 x 赵 向 x 时 以 4 为 极限 , 记 作 
TU. 


m/f(X) 二 A 或 /f(rx)— A (xr— ro). 


Te 
0 


3， 图 数 的 极限 具有 以 下 的 性 质 : 

(1 ) 惟一 性 在 极限 Lim (x) 存在 , 则 必 是 惟一 的 . 

(2) 局 部 有 罚 性 ”各 hmy(z) 存在 , 则 存在 x。 的 茶 去 心 邻 域 
U*(xo,0) ,使 得 六 rz) 在 邻 域 中 有 界 . 

(3) 局 部 保 号 性 。” 若 limf(z) 一 4>0( 或 <0), 则 对 任意 
下 数 7r (0 过 7 过 |41), 在 在 zo 的 某 一 去 心 邻 域 U*(x。,6) ,使 得 对 
一 切 TE (zyG), 恒 有 f (x) DP 7 全 0( 或 fr) 7 之 0)， 

(4) 不 等 式 性 ”车 lim/(z) 与 img(z) 都 存在 , 且 存在 zu 的 
菏 一 去 心 邻 域 U*(xo,6) ,使 得 对 一 切 x E U*(zo,6) 都 有 f(x) 声 
g (x), 则 

lim f (zx) < limg(x). 

(5) 迫 党 性 在 lm (zx) 一 lim g(x) 二 A, 旦 存在 x。 的 某 一 
去 心 邻 域 U*C(xo,0) ,使 得 对 一 切 x E U(xzo,6) 都 有 f(x) 过 hz) 
< g (ZX), 则 

limh(x) = A. 

4. 奉 极限 lim 7 (zx) 和 limg (zx) 都 存在 , 则 函数 了 士 ,jg 在 
Xo 时 极限 也 存在 , 且 

(1) lim [Lf (x) + g(rz) | = limf(x) t+ limeg (rx). 

(2) lim [Lf (xz) * 8g(7) | = limf (x): limg (xr). 

又 春 jimg(z) 了 关 0, 则 f/f/g 在 Xx 一 x, 时 极限 存在 , 且 


lim f (x) 
(3) lim 妇 Z) = 7 
rz EXT) limgCr) 


Tr 
2 
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5， 设 /zxz) 在 (rs 一 rzo) (7 之 0) 内 有 定义 ,和 4 是 一 个 确定 的 
数 ,V E>0,j 6 汪 0, 使 得 当 一 6 二 x 一 x 二 0 时 ,有 | f(x) 一 A 
< 6, 则 称 1(z) 在 xo 的 左 极限 是 4, 记 作 

lim / (x)} = A. 


“一 了 ” 
过 Tn 


类 似 可 以 定义 /Cr) 在 za 的 右 极 限 lim f(x) 一 4. 


一 


国 数 f(x) 在 .ze 极限 存在 的 充分 必要 条 件 是 
lim (x) = A lim f(x) = lim /f(x) = A. 


以 后 ,我们 将 以 Cro;6) 记 作 Cro) ,UCx,6) 记 作 U(xo). 
6. 海 滥 (Heine) 定理 ” 设 f(z) 在 zo 的 某 去 心 邻 域 有 定义 ， 
则 lim f(x) 存在 的 充分 必要 条 件 是 :对 于 任意 满足 条 件 limzx， 一 


Zuoy 且 村 天 Xo(n -一 1 ,2,，…) 的 数列 {x,}, 有 
limf(x,) = A. 


ro 


7. 柯 西 (Cauchy) 准 则 设 (z) 在 zo 的 某 去 心 邻 域 Uz， 
0o) 内 有 和 定义, 则 极限 lim/(x) 存在 的 充分 必要 条 件 是 :Ye > 0， 


j 0(< 过 00) 二 0, 使 得 对 任何 ,x”E U(xzo,0,), 都 有 
f(x) 一 Ar) < ee. 
对 于 一 些 定理 与 法 则 ,我 们 只 写 出 了 x 一 zo 时 的 情形 ,x 一 2 
的 情形 希望 读者 自己 写 出 . 
8. 设 f(r) 定义 在 Ui (Xo)( 或 U*_ (ro)) 上 是 单调 有 界 函 
数 , 则 lim (x) (或 lim f(x)) 存在 . 


i 


rr 和 


9. 设 f (4) 在 U° (to) 上 有 定义 , 且 lim/ (7) 一 A,t 一 a 在 


U(xo) 上 有 和 定义 , 当 zE U(ro) 时 ,一 gr) E U°(,), 日 
limg (xz) = 4,, 则 


lim/jlg(x)|]= A. 


。 6] 。 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 函数 极限 的 e-6 定义 ? 

洽 员 数 极限 的 e-6 定 义 是 在 z+ 一 zo 和 情形 的 极限 定义 . 如 同 
数列 极限 定义 ,是 可 以 任意 取 定 的 正 数 , 它 反 映 了 也 数值 f(x) 与 
4 的 接近 程度 ;6 反映 了 x 与 x。 的 接近 程度 ,是 一 个 与 有 关 的 量 . 
一 般 地 ,s 越 小 ,6 也 相应 地 要 小 一 些 . 

在 定义 中 只 要 求 f(x) 在 U(xo) 有 定义 ,是 说 明 极 限 只 研究 
/ (Xx) 在 x 一 zo 而 不 等 于 xo 的 过 程 中 函数 值 f(zx) 的 变化 趋势. 

在 儿 何 上 ,e-$ 定 义 的 意义 是 ; 当 动 点 z+ 进入 以 zo 为 中 心 线 、x。 
一 9 和 ze 十 2 为 边界 的 垂直 带 形 域 时 ,函数 值 f(x) 一 定 落 在 以 y 
一 4 为 中 心 线 .4 十 e 和 A 一 为 边界 的 水 平 带 形 域 内 . 

2. 在 使 用 函数 极限 性 质 的 时 候 要 注意 什么 ? 

侣 在 函数 极限 问题 中 ,z 的 趋向 可 以 是 royzt ,zi ,一 co， 
十 co ，, 明 数 的 极限 可 以 是 有 限 数 4,ce, 十 cc, 一 ceo. 因此 ,讨论 函 
数 极限 问题 时 ,首先 要 注意 必须 在 同一 趋向 下 ;其 次 ,关于 函数 极 
也 的 性 质 , 如 局 部 保 号 性 与 迫 伍 性 ,只 在 极限 为 4, 十 co, 一 co 时 
才 成 立 . 当 ce 未 定 号 时 , 因 无 法 与 任意 有 限 数 比 较 而 得 不 出 结果 . 

在 复合 函数 求 极 限时 ,由 于 内 外 层 函 数 的 不 同情 形 的 组 合 很 
多 ,做 证 明 题 时 一 定 要 全 面 进行 考虑 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


求 函数 的 极限 有 很 多 种 方法 ,其 中 许多 与 求 数列 极限 的 方法 
和 技巧 相同 ,读者 可 参阅 第 一 章 第 四 节 . 
一 、 用 极限 定义 证 明 极限 
用 极限 定义 证 明 极 限 ,在 x 一 zx。 时 ,Ye 沁 0, 要 找 出 对 应 的 6; 
在 + 一 co 时 ,要 找 出 对 应 的 M. 一 般 的 方法 是 :将 |f(x) 一 A| 经 
8 S82 和 


变形 、 放 大 ,得 到 |x 一 xo| 达 0 或 || 二 MM. 在 变形 时 大 多 是 改变 
f(x) 的 形式 ,但 有 时 也 可 以 改变 4 的 形式 来 实现 . 

例 1 证 明 : 若 lim/(zx) = A, 且 f(x) 0(4 宇 0), 则 

lim Vf/(r) 一 

证 ”分 两 种 情形 . 

当 A=0 时 ,大 limJ (zx) 一 0, 取 Vse>0:3ja>0, 对 任意 满 
足 0< 二 zx 一 zol 二 6 的 x, 有 |f(r)| 过 ey 即 VY/(zx) 二 Ye. 故 

lim wz) = 0. 

当 4 之 0 时 ,车 limf(x) = A, 即 Ye 疙 0,3 6 守 > 0, 对 任意 满 

是 0 过 | xol << 0 的 z, 有 CCz) 一 4 <<ey 印 


| Vf) VA|= |if(xz)— A 


V(r)+ vA 
] ] 
< 一 -一 Tx . 
VA VA 
故 lim V(r) = 


有 时 ,在 将 |f(x) 一 A| 变形 时 ,不 仅 得 到 x 一 zo 因 式 , 而 且 还 
得 到 含 7 的 其 它 因 式 . 这 时 ,我 们 要 利用 x 一 zx。 这 一 条 件 , 限 定 x 
的 取 值 范围 ,得 出 |x 一 zof 之 6, 如 例 2、 例 3. 


. { 
| 证 明 :1 一 一 一 一 1. 
例 2 证 出 :im A/ Tc 一 so 一] 


证 ”因为 
7 | _7/(U6x: ~ 9)—1 | 
Ni 一 V7/(I67 9) 十] 


< | -1|= 1611 二 zl 一 x| 
|(4z 十 3)C4z 一 3)| 3)|- 


设 |z 一 11<1, 即 0 
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再 设 17z 一 1|<< 寺 , 即 1 一 过 <z<1 十 寺 3， 于 是 上 式 右 边 不 大 于 
3211 一 工 |. 
故 Ye>>0, 取 6 一 min | 训 , 诗 )， 则 当 |z 1 | < 人 时 ,有 


32 
Y 
| 一 -1| 过 €, 即 
、 167*—9 | 


lim 16x*—9 本 

加 
例 3 按 定义 验证 lim 等 一 一 2 
证 ”因为 Vse>>0, 要 找到 My>0, 使 jz| 之 M 时 ,有 
Ee 


XT*— 3 

而 当 |jzj 六 3 时 ,jz 一 3 全 zl; 故 要 
7 

[x —3| 


只 需 zl > 去 . 故 Ve>0， 取 M 一 max| 3， 二 |， 当 |z| 之 M 时 ， 


-2|= < 


|x 3| 


< oe 
|z| 


有 
2 
于 一 2 < 
于 是 lim 2 一 -一 2 
ro XT CO— 3 
二 .用 恒 等 变形 求 极限 


3 
例 4 求 lim | 二 1 | 
_ 1 XC 一 7X 十 1 一 3 
解 原 式 Lm xz 十 1 
z=1( 工 十 1)(z 十 工 十 1) 
lim TT 一 一 ]. 


~-1.T 一 十] 


| 


ae 84。 


例 5 求 lim zz2(Vz 十 1 十 v 福 一 1 一 2 xz). 
解 ” 先 有 理化 ,再 进行 恒 等 变 形 . 


原 式 一 lim x 一 -一 一 一 一 一 -一 | 
-二 YA 十 1 十 er .人 1 十 2- 
本 vVT 一 一 vvZz 十 1 
(Yr 二 +1+i+ wz)ICvrz 一 TI 十 wz) 


3 
Ti 2 工 


ye 


-lmn -一 ”一 
/i+ /1 JJ/1- 工 + 十 二 
| | tt)| | -Tt 1+ 二 | 


并 一 十 < 


解 lim 这 一 全 一 开 (分 子 二 项 式 展开 ) 


.1 n n 
= lim 和 zzLz 十 nx” Az 十 十 Ax” 一 x"| 


= lim | nz” 十 Dn 一 ])x” “Ax 十 … 十 az 
— nr" i, 
例 7 求 lim +e—l 
解 
A 
原 式 一 im Yt) YT + +) 
XC(V(I 十 XT)" 了 十 YO 十 Xx)” 了 十 … 十 1) 
= limi /[ "AE A 
二 、 用 变量 代 换 求 极 限 
例 8 求 lim (VA 二 ri Yr ri). 


l ] 
解 令 工 三 二; 则 t= 一 07. 


3 
原 式 = lim YL 十: 
pm 《YL 十 上 一 1) 一 CY1 十 上 一 了 
1-> 0 
一 有 mm 


ror 上 V1 十 大 十 工 ) 


一 下 mm 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
ott(VU 志 十 1 十 YU 十 人 十 1) 
1 _1l1_l1l 
2 3 6 
(1) lim Inz (a > 0); (2) lim zz 
Tr 二 oo 渍 一 十 ce 
解 (1) 仿 = 二 e',a 一 e", 则 a 守 1, 得 
lim az = lim 二 =lim 二 (第 一 章 第 四 节 例 1) 
T+"* 十 co 并 tft 二 co 人 fco a 
一 0, 
(2) 由 题 (1) 知 , 当 a = 1 时 ,有 lim J 一 0, 于 是 
lim TU? —— lim ejnzr/z — e? 一 ] . 
1 一 十 co + 一 十 co 


例 10 求 hlm(1l 一 z)tan 7 
| 


解法 1 令 上 一 卫 (1 一 z), 则 莹 xz 一 开 一 4 于 是 


区 . of 
记 一 让 = lim 守 。 cott 
:0 A 


.2 

{I 一 
原 式 = lim 二 1 。tan 

:0 Tn 


— 
~ 


_ 1 2 
一 jnmn 一 。 一 
ti"0 A tant 


解法 2 令 工 一 1 一 已 则 训 z 万 (1 十 由 ,于 是 


rn x . xt 
十 1) = lime « cor 2 


原 式 二 hm( 一 ft)tan 
一 站 2 人 


e 0。 


这 里 


这 里 


于 是 


‘x/2 2 2 
-= lim 一 一 一 一 一 


t=0 gy 不 


: 上 
用 到 了 下 一 节 的 重要 结论 = 1 和 lim ?anz = 
例 11 利用 变量 代 换 求 下 列 极限 ， 
(1) lim | (2) lim | 
— 1 
(3) lim - ; (4) lim - 2 一 
解 《1) 信 arcsinx 二 1, 则 xz = 二 sint, 于 是 
.arcsinZx . 1 
lim lm 二 1, 
x0 二 :一 0 Sin 
(2) 令 arctanz 二 1, 则 工 = tanz, 于 是 
. arctanz . t 
lim 一 人 全 一 In 一 一 一 1, 
TY 0 1 :0 tant 


(3) 令 | 于 是 


er 一 1 i J 
lim - 一 一 一 = lim PY 了 = limljlnd 二 £) 1. 


(4) 令 a 一 B= 二 1, 则 
ee 一 ef eeke' 一]) 
lim 一 lim 一 


ep QO bp ti-*0 
一 ef. 


用 到 了 下 一 节 的 男 一 重要 结 i tlim(1l + x)” = e. 
四 、 用 迫 钱 性 求 极 限 


例 12 求 limx 二 | 


(利用 题 (3) 的 结果 ) 


解 ”因为 二 一 1 之 | 二 | 和 < 二 (zt 关 0), 所 以 
当 z>>0 时 ,1 一 x 之 z| 二 |< 1 
当 z <0 时 ,1 一 +>x| 二 |>1 


5 人 7 。 


五 .其它 方法 
例 13 设 limu(r) = 


“ie 


a > 0,limwv(r) 一 2 证 明 ， 


lima lr) 一 a’, 
证 ”引入 函数 g(x) 一 (zj)jinxe(z), 因 为 


simlnulr) 一 lna=> limg(x) = blna, 


lima (TX) 一 me™® = el 一 CO 


这 个 例子 给 出 了 求 短 闪 指 函 数 极限 的 公式 
例 14 求 lim | 天). 


解 对 函数 变形 可 得 
nm 去) 


| ] XA Tr 1 Vr 
ot (vr) 去 | 0 F Vr) 去 | 

1 
es 二 所 以 


lim | 大 | 和 _ ] = 1] 
zr--0 本 加 


TT 1 7 > 
例 15S 求 lim [二 ! 


Te 


TT a—] ;4 0,a 关 1. 


TY 1 7 
解 人 7 = | 半生 , 则 对 a > 1,z >> 0, 有 
Inzx 


本 


Inf(xr) = 一 :0 jn(a 一]1) + ne 1) 
+ 六 
因为 lim nz -一 0， lim 一 1) — 0 ， 
Tc ， 二 -十 co 
.nCar 一 
dim 2 1 二 二 lim| 一 < 十 ma| = ina, 


所 以 


。88 。 


当 0<<a<l,z>>0 时 ,有 


并 x ? 
而 lim lnz _ 0,1i In(1 — a) 0 ,lm ln(l — a”) 0. 
i 十 co TD I -00 
， | 1 az 一 1 17rx 加 
所 以 im In| 二 | 加 
综 上 所 述 ,得 


a, Q >1 
。 ] Inf Cx) 》 » 
lim f(xX) 一 er=+e ”一 | 


7 一 十 co ]， 0 二 a 二 1. 
例 16 讨论 极限 : 


[i Qt 十 CiZ :十 十 daw 十 a 


TY 一 十 co DT 十 1Z” 一 十 ，…"， 十 bx 十 bo Cn 天 0， bm 天 0. 
解 利用 第 一 章 第 四 节 例 8 结论 可 得 


7 二， 
。 QT i 十 ult | Uo 
lim 


ztoo pt 十 已 1 十 十 Dr 十 2 


本 例 的 结果 对 m,n 不 是 整数 的 情形 也 适用 . 
例 17 求 lim VYZ 十 YL 十 工 Y1T 十 工 


Vz 

解 z 一 十 oo, 分 子 各 项 中 最 高 项 次 数 为 二 ,由 系数 比 ,得 
lim z+TN1+T vz V1+ vx 一 ] 
一 + Vz 


es fl 用 fn 扩 
例 18 求 jm 守 一 YY EN) 


解 ”x 一 oo. 分子 最 高 项 次 数 为 x, 第 一 项 的 系数 和 为 零 , 第 
二 项 系数 和 为 ;分母 最 高 项 次 数 为 n, 系 数 为 1. 所 以 


。89 。 


ji (TC— VXCO—1) 二 (rz 二 + vr GO—1) 2 


一 -一 “一 一 一 2™ 
天 时 
了 一 co 二 


了 
例 19 求 limz CCvYZz 十 2 一 2Yzr 十 1 十 Vx). 


解 先 有 理化 ， 骨 比 较 最 高 项 次 数 与 系数 . 


原 式 - lim VTH2 -2 Vrtlt vy rz)( Vrt?t2 Vrtltv ez) 
TY Vz 十 ?十 2 Vrtli+vVer 


im 27 (Vr +27r x —1) (Vr +27 十 zz 十 1) 
te (CVZT 十 2 十 2 Vil + vr) (Vr ta +r +1) 


. —27x17 

= 
te 《YX 二 2 十 2 vVz 十 1 十 xz)(CVzz 二 2X 十 十 1) 

至 此 可 以 看 出 ,分 子 工 的 次 数 是 3/2, 系 数 是 一 2, 而 分 母 x 的 次 数 


最 高 也 是 3/2, 系 数 是 4X 2 = 二 8. 故 


lim ze( Vz 和 TE—2 Vz+1+ VT) 一 一 所 一 一 六 


例 20 求 lim | 人 二 er 十 | 
解 ”用 左右 极限 求解 . 因为 


2 十 el sinz . 2e-4z 十 e-3z sinz 
Le | 1， 


[i E 十 el 上 |- lim| 2 十 el Sin 
TI"0 


了 -0 十 


] 十 et | 工 | 0 2 1=1, 
、 2 十 ez sinz 加 
所 以 lim| 1 十 et = l 
例 21 求 lim 一 一 一 一 一 (0 二 . 
0 YE ~ cosar lal < 
解 。” 用 左 、 右 极限 求解 . 当 a 汪 0 时 ,有 
lim -一 一 =1i 一 


1m 一 一 一 一 一 -~- 
ro Ml1—cosar ro- V2sin:(ar/?) 


= lim 一 二 


- VZsin(az/2) a ’ 


NS 


* O00 。 


. 7 ， T v2 

lim 一 im 一 一 一 一 一 一 一 二 ; 

of V1 cosar of VV 2 sin(a.r/2) dt 
当 Cc < OU 时 , 行 

] 净 但 ~ 2 

Ima “一 一 ， 


一 nm 一 一 一 一 一 


r=0 V1 一 coscr 0 VY 2 sin(a.r/2) a 


lim (olim 2 

+0+ V1] CO— cosax rot YW 2 sin(ar/2) C 
所 以 ,lim 一 -一 不 存在 . 

xD 1 Cosar 


例 22 求 lim 一 一 | 
解 4 天 0 时 ,讨论 左 \ 右 极限 . 因为 


2a a 
-~ 十 一 arctan 
3 Tt Tz 


2 1 |_24 4,.r_7 
3 an a str ae 
2 a l] |_24 ,a/_ Ax|I_a 
lim | 等 十 人 arctan | 一 健 十 各 | 一 号， 

左 \ 右 极限 存在 ,但 不 相等 ,所 以 

lim < 十 和 arctan (a 5 0) 
3 Tt Tru 


不 存在 . 


4 二 0 时 ,显然 有 lim| 绊 


a z ] 
3 十 farctan | = 0 


例 23 ”车 lim| | 一 0, 求 im 6 士 VCz) 
I 0 Tx 


解 slin6z 十 rf/ (7) sln6r 一 6X+ 十 67 十 xf(7) 


r’ 3 


7 
sin6x 一 6x 67 十 xf) 
= 
Xr 7 
当 一 0 时 ,6x 一 sin6x ~ (6z)3/6. 因而 
lim sin6.xr 二 (7) lim 6z 一 Sin6x 4 Jim 6 十 f (7) 
es .A. 二 4 对， -四 让 Wy 


“中 。 


《67 入 


一 一 lim 一 一 ~ 十 lim 
m0 GT r 一 0 


6 十 /(x) 
人 


所 以 lim 6 + 7 = lin 2 


人 
4atfrctan 一 工 


网 34 求 hm tree 
解 。” 作 变 量 代 换 := 二 x 一 1, 则 z= 十 1, 和 再 利用 每 式 


万 一 站 


arctany 一 arctany 一 arctan ] 二 之 (Ty 全 一 1),， 
1 arctan(t 二 + 1) — arctanl 
则 原 式 一 4 lim TO 
— lim 二 |arctan | 
10 + 1 二 (中 十 :)，] 
1 t 
一 4lim 7 arctan 十 | 


一 一 ] _i .于 | 一 
= 4lim| 二 | 2 “: 


最 后 一 个 等 式 利用 了 等 价 无 穷 小 的 代 换 . 


第 三 节 ”两 个 重要 极限 ”无 穷 小 量 与 无 穷 大 量 


主要 内 容 


.Sinx . 
1. lim —— = 1, lim 
了 一 人 六 才 oo 


1 十 区 | =elimd + 7 =e 
2. 知 殴 数 f(x) 的 极限 等 于 零 , 则 称 这 个 危 数 为 无 穷 小 量 , 简 
称 无 穷 小 ,用 记号 “0” 表 示 . 
隧 数 /在 一 Xo 时 极限 为 A 的 充 要 条 件 是 f(x) 一 A 在 x 一 
Xo 时 为 无 穷 小 量 . 
3. 无 穷 小 量 有 如 下 运算 性 质 : 
* OOF. 


(1) 有 限 个 无 穷 小 量 之 和 是 无 穷 小 量 . 

(2) 有 界 函 数 与 无 穷 小 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 . 
(3) 和 常数 与 无 穷 小 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 . 

(4) 有 限 个 无 穷 小 量 的 乘积 是 无 穷 小 量 . 

4. 无 穷 小 量 阶 的 比较 

设 在 的 同一 趋向 下 ,/,g 均 为 无 穷 小 量 , 则 : 


若 lim < = 0, 称 /为 比 高 阶 的 无 穷 小 量 


其 lim 二 = co, 称 /为 比 g 低 阶 的 无 穷 小 量 . 
若 lim 妆 二 c 关 0, 称 了 与 g 是 同 阶 无 穷 小 量 . 
f 


大 im 元 一 1, 称 /与 &g 是 等 价 无 穷 小 量 , 记 作 了 ~ £2. 


当 xX—0HNH,r~sinr~tanr~e—l1~in(ltr)~arcsinr 


一 afrctanry V1l 十 并 一 ] 十 一 ,] 一 COST 一 5. 

$. 五 图 数 1/(z) 以 ceo( 或 一 ce 十 co) 为 极限 , 则 称 了 为 无 穷 
大 量 ,用 记号 “02” 表 示 . 

6. 车 函数 /(z) 在 x 的 某 一 趋向 下 为 无 穷 小 量 , 则 天 二 在 x 
的 同一 趋向 下 为 无 穷 大 量 (f 关 0). 

7. 无 穷 大 量 阶 的 比较 类 同 于 无 穷 小 量 阶 的 比较 . 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 无 穷 小 量 和 无 穷 小 量 的 阶 ? 

答 ”无 穷 小 量 是 一 个 变量 , 它 在 zx 一 xz( 或 zx 一 co) 的 过 程 中 
可 以 变 得 小 于 事先 给 定 的 任意 小 正 数 . 无 穷 小 量 是 在 x 的 某 一 趋 
门下 实现 的 ,因而 不 是 普遍 意义 的 . 

。93 。 


在 并 的 同一 趋同 下 的 几 个 无 穷 小 量 收 仿 于 零 的 速度 有 快慢 之 
分 ,无穷小 量 的 阶 就 是 对 它们 的 收 合 速度 作出 的 判断 . 但 是 ,并 不 
是 任何 两 个 无 穷 小 量 都 可 以 进行 比较 的 . 如 xz 一 0 时 ,zxsin 一 是 天 
穷 小 量 , 但 它 没 有 阶 . 事实 上 ,者 其 阶 为 a; 则 a 硅 1. 当 a 二 1=> 
lim.rsin = /rx 一 0; 当 aa 一 1 之 Limxsin =/z 不 存在 ,都 与 无 穷 小 量 
阶 的 定义 相 予 盾 . 

2. 怎样 理解 无 穷 大 量 和 无 穷 大 量 的 阶 ? 

答 。 请 读者 参照 疑难 解析 1 自己 作出 回答 . 


需要 注意 的 是 :无 穷 大 量 一 定 是 无 界 函数 ,但 无 界 函 数 不 一 定 
是 无 穷 大 量 . 如 图 数 /xz) = zsinz 在 XxX 一 十 ce 时 是 无 界 函 数 , 因 


为 对 任何 My>0, 取 工 一 2nr 十 二 ,总 能 使 


1 『 


sin 


f(x) = | 2nx 十 


art 十字 | 二 2ax 十 守之 M. 
但 当 x 一 十 co 时 ，lim f(z) 天 co, 因为 车 取 数列 x 一 2nx (n 一 
1,2,…), 有 lim f(z,) 一 0. 

3. 在 具体 计算 中 ,使 用 等 价 量 代 换 要 注意 什么 问题 ? 

答 在 计算 中 出 现 无 穷 小 量 ( 或 无 穷 大 量 ) 的 相互 闪 加 (如 函 
数 的 代数 和 ) 时 ,不 能 直接 进行 等 价 量 代 换 . 应 将 它们 分 离 ( 如 代 
数 和 化 为 乘积 ) 后 才能 进行 代 换 ,如 


， tanz — sinx ,SinX(1 一 
lim 一 一 一 一 一 一 lim Sinx(l 一 cosZ) 


re0 ya COST 。 XT: 
” 2 
.SInT * xX’/? ] 
二 二 lim SnT x /2 二 一 一 。 
re0 COS 羡 。 净 2 


如 果 直 接 进 行 代 换 , 将 得 到 错误 的 结果 . 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


两 个 重要 极限 的 利用 与 等 价 无 穷 小 (大 ) 代 换 是 极限 计算 的 
。 94 。 


重要 方法 . 利用 两 个 重要 极限 的 技巧 在 于 掌握 它们 的 形式 特点 . 


GD lim saz 二 1 的 形式 特点 是 ,在 z 的 趋向 下 ,分 式 的 分 母 是 
无 穷 小 量 , 分 子 是 同一 无 穷 小 量 的 正弦 函数 . 这 里 工 趋 向 于 什么 不 
是 重要 的 ,重要 的 是 分 母 是 无 穷 小 量 ,分 子 是 同一 无 穷 小 量 的 正 慌 
.Sin(l/z) 
哺 数 . 因而 lim 一 1，lim =1. 
(2) lim(1 + ie 一 。 的 形式 特点 是 ,等 指 函 数 的 底数 是 1 与 


本 个 无 穷 小 量 的 和 ,指数 是 同一 无 穷 小 量 的 倒数 . 同样 ,x 趋 问 于 
什么 不 是 重要 的 . 因而 


lim(] 十 Sinz)secz 一 e， 
守 一 = 站 


ez 一 a ) 


lim (1 一 2/7)” = lim (1 一 2/7)3 一 e 4, 
因 此 ,如 何 将 函数 变形 为 重要 极限 的 形式 ,成 为 我 们 解 题 的 关键 . 
无 穷 小 量 代 换 应 注意 的 问题 已 在 疑难 解析 3 中 指出 ,不 再 重复 . 
一 、 两 个 重要 极限 
例 1 利用 重要 极限 求 下 列 极限 : 


(1) limzcot2z; (2) lim2*sin rH 
(3) lim TY T° sin(1/7) ， (4) li ine 一 2) 
+ VZz 一 1 一 4 
， 】 一 cos 并 2ax 一 sinazx 
(Dm (0) sm 3pr TF singz 
解 本 雪灾 形 重 要 般 了 形式 后 ,再 利用 重要 极限 机 
CT COSOX 了 
(1) limzcot2z ~ 和 lim ra 和 lim sin2z 2 2 


om To SIN/2) 
(2) lim2rsin = lim Sm T=N*l]= 7. 


z Vrsin(/r) _ lim Sin(/z). VT 


Vxr—l1 rt l/r Vz—l 
=1.1=1. 


(3) lim 


sin Cz 一 2) _1. sin(Z 一 2) 1] 
(4) lim “—4 = lim 工 一 2 工 十 2 
1 一 cosz 1 2sin (z/2) 2 
yo lim (xz/2)* .4 4 
2aTx 一 sinaz 2 一 〈sina 工 ) /ar CQ 
(6) lim 3p7 十 sinbz lim 3 十 (sinbz)/br bx 


UL 一] a a 


"=p 


“3+1 6 好 
例 2 利用 重要 极限 求 下 列 极限 : 


(1) lim en (2) lim 一 2- (n € N+); 


0 z= 


1 
4 


4 二 一 2 。 上 
(5) lim 一 1 2 


(3) limsin = 7 ~tan 了 (4) il— cos 于 . 
I—*a a 二 OO Ny 


解 此 例 的 变形 要 比例 1 复杂 ,因此 要 谨防 出 错 . 


sinz -一 SINTCOST 
(1) 原 式 二 1lim 一 一 一 一 一 一 ~ 
Xe CC 但 S 元 。T 


im sinxz ,2sin’ (x/2) ~. _1 
T-<0 并 (XxX/2)° 4cOsST 
< 一 1 2 。 于 = 一 3 
(2) 令 1 二 工 一 717, 则 z= 二 nr 十 1, 于 是 
原 式 = lim 一 = (— 1)". 


上 下 


(3) 令 1 二 + 一 4, 则 xz 二 a 十 1, 于 是 


~ 站 2 2a 
是 昌 it pi Tf 里 和 f 
-一 ] -一 一 者 t | -一 一 | 一 一 一 
msin 2 “tan| 了 十 | limsin > 


jm SIn(t/2) |,__ mt/(2a) a a 


/一 0 t/2 tan[ (nt/2a) | zt [1 


_ 1 Tl cosx/z)][1l 十 cos(r/z)] 
\4) 。 原 式 im, 1 十 cos (x/z) 


— COt 2 
2a 


~ Jim .ZX ‘sin?* (x /x) 


+ 1 十 cos (x/z) 


* OO。 


。 sin* (x /Xx) ~ 站 
| im (757 并 7) ~ “于 cosCryz) 
=~ ]:*.n:.:1/2 = 7/2. 


. V1 十 xsinz — cosz 
例 3 求 lim . 


TSINT 
1 (《V1T 十 xsinz 一 1) 十 (1 一 cos 工 ) 
解 原 式 一 lim XSinxz 
其 中 
|im wv1 十 xsinz 一 ] 有 理化 1 XSINnT _ 1 
0 ZSIlnzZ ro0 sinz(VIT 十 xsinzr 十 1) “ 


11 ] 一 coszx 1 Dsin* (XT/2) _ 
rz0 XSInNT ro (XT/2) » 2sin(r/2)cos(r/2)*2 


\ . Vl 二 zxsnrz—cosr 1 1 _ 
所 以 lim mn S++s™l1 


例 4 设 f(z) = 二 aisinz 十 arsin2z 十 … 十 asinnz 其 中 必 ， 
29 9 是 常数 , 且 VrEe R, 有 [|f (x) | < |sinz | ,证 明 : 
ai 十 2a 十 … 十 mav| 委 1. 


Si 人 


证 利用 极限 lim 一 一 二 1. 用 |z| 关 0 除 | (zx)|< |sinz|， 
将 1 (zx) 用 等 式 代 人 ,得 


1 
> 


9 | ~ | Sin 工 + 2a, sin2x na sinnx 
T 立 并 nz 
sn 
< 一 | 
或 — 1<a TE + 2 TE 十 … 十 na, SL < 


上 述 不 等 式 对 任何 工 关 0 都 成 立 . 当 xX 一 0 时 ,有 
一 1 忒 a 十 24s 十 十 nan 声 1， 
所 以 la 十 2a: 十 … 十 xda.| 委 1. 


. 1 cosalzr'**COSa,T 
例 5 求 lim 一 一 
TX-* 0 Ny 


。 Of. 


解 ” 先 利用 zo 十 (Cr 一 = 将 分 子 变形 ,然后 利用 


:=:1] 


li m Sn 一 二 1 即 可 求 得 . 


1 
原 式 一 ln [dl — COSAaT) 十 (cosaiT 一 COSCITCOScT) 十 
-和 
十 《cosair…'cosa x CO— coOSalZ…:cosa,) | 


1 — COs 并 


= lim 3 COSQILT' COSA IT 。， 二 -一 一 ( 邻 cosuox = 二 1) 
TO jy Ir 
| < 一 sin’*(ar/2) ai 

~— lim 2 COSUITCOSA TOO 
r-*0 1 一 (a.T/2)° 2 


a 


,tan(a 二 7)tan(a — x) 一 tanza 
| 求 1inm 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
例 6 求 lim 


pa 


解 | 


tana 十 tan tana 一 tan.r 


一 2 
原 式 王 lim 元 1 一 tanatanrx 1 tanatany ‘ana 
— |im 1 tan’a — tan’rx _ 1an2o 
re*0 1 一 tanzatan27z 
tan rr tan'a 一 1 ， 
= lim x’ 1] 一 tanzatan2 ‘an a l. 
例 7 利用 重要 极限 求 下 列 极限 : 
3.r 1 全 
(1) lim|1+4 | (2) lim | 1 一 之 | 
X00 二 Xoo 本 


(3) lim 


I CD 


2 z+1 
| ; (4) lim v1 一 27， 


了 一 < 


解 仍然 是 从 lim(1 十 x)'” 的 形式 性 人 手 


| 3.r 2 3 访 、 
(1) lim 1 十 二 | = liml 1 十 二 一 e'?. 
2 -村 
(2) lim 1 一 二 | — lim ] 一 > 一 ee. 
0 省 Tr eo 人 
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2 十 ] 2 (0r2 十 1)772 
G) lim | = lim|1+ 训 | ~e. 
i F TT-F 人 ot tT ’ 
(4) lim YY1— 27 = lim (1 一 27)!” 
3-*D 一 


* ‘ —1/ “2 i 
= lim(l — 27) 1 二 ee “. 
-站 


例 8 求 下 列 极限 ，; 


(1) lim (tanr)'™,; (2) limcoszr! aeosr ; 
x -0 
”二 
a) 
/一 sln 
(3) lim COS yp (4) lim i (a 过 kn). 
r=0t 


解 先 变 形 为 lim(1 十 x)'“ 形式 . 
(1) 原 式 = lim {[1 十 (tanz 一 1] Dm, 


Dtanr 


和 而 tan2r。(tanz 一 1) = rantanT — 1) 
2tanxz 7"™/4 _] 
1 十 tanrz 
所 以 原 式 一 e-: 


(2) 原 式 一 - lim[1 十 (cos 一 1) 1 DD — el 
(3) 原 式 = lim [1 十 (cos Vr — DI (Do DA 


r=-0t 


一 e 一 L2 


， = sina/ (simr—sina) {sinr —sind) /E(x —d)sinu] 
SINT — SITId [ 


(4) 原 式 = lim 1 十 
而 Sin7 一 sina 2cos(r++T 4)/2 :sin(r a)/2 2 


(rT—a)sina (XO— a)sina eo, 
所 以 原 式 一 e “. 
此 类 题 可 以 转化 为 下 述 命 是 来 解 . 
车 f(x) 与 g(x) 是 定义 在 (一 =o, 十 oo2) 上 的 两 个 消 数 , 且 
limfCr) 二 0,limg(Tt) = o0,lim[ f(xr)g(r)|] 二 a (4 为 有 限 数 或 
士 co), 则 


SS 1 Ile 


lim[] 十 fC olm Line 一 ev 
和 09 昌 


例 9 ee (a > 0,6 > 0). 


解 化 为 重要 极限 形式 . 


7 1/ ! -一 
Kn Va ee 
4 1-»> y i 1 _ 
lim loga(l 二 y) lim loga(1 十 y)77 Ina. 
所 以 EZ A 


故 jim 


TD 


Ty 0 了 天 pb | 加 enab)72 -一 ab. 


l/zx 
,>0:2>>0c> 人 全 0 和 


l/r 


, Qa: > O,: — 1 2 


例 10 求 lm 
和 一 二 人 
| 守 士 吐 十 十 公 


a 十 十 | 
3 


liny 
n 


kk 


解 ”利用 例 9 的 方法 . 


lim a 十 VV 十 | 1 
I 从 3 
| YY 一 1 十 红 一 1 十 号 
证 下 于 a I cr 一 = 一 fr —1 
= lim| 1 十 一 1 + (te ) 
基站 


一 Yabc. 
i | tt 


好 


l/r 


上 上 一下 


nT 


1 
-一 一 一 上 工 
ay | a a | ( 4 一 1 十 … 十 a 一 1 ] 


了 工 一 > 侨 Fe 


= lim| 1+ | 一 1 


(十 at 十 的 
例 il 求 um (x 十 1 十 D+tuth 


解 ”将 原 式 分 解 后 竣 成 重要 极限 形式 . 
(z+ 二 a) (x 二 0) + 


原 式 = eratO T(tat DT 
| 1 4 二 a ， 了 工 十 必 
= lim 1 川 1 + 二 + | 
一 1 7 一 一 e+ 
ee 。 总 


例 12 求 lim [Cx +t2)lnC 十 2) 一 2(z +1)ln Cr +1) 十 zlnz jx. 
解 ”将 原 式 进行 拆 、 拼 变形 ,化 为 重要 极限 形式 


i 工 十 2 
原 式 = lim [Cz 二 + Din 斌 二 1 十 ln(Cz 十 2) 


十 (zz 十 1)inz 一 lnzjz 
(z+ 2) 
( 工 十 ]) 


一 lim [cz -二 xx)linll 


2 十 < 


一 Jim | cz 十 1)1n 


+nz | 


十 jn 


ee 


一 lim ln 1 时 一 - | 
rt 人 (2Z 十 1 1 (xz 十 CT) 


2 | 1/2*2 


十 lim ln|1 十 一 
XT 十 ce . 旋 


一 jne :十 ne 二 一 ] 十 2=1. 
二 无穷小 量 与 无 穷 大 量 
例 13 证 明 下 列 关 系 式 : 


(]) v1 十 tanz 一 vv1 Fsinz ~ T(r 0); 


(2) Nri+NVl+ vr~ vr (ro0). 
解 。” 按 定 义 求 极 限 . 


. vV1 十 tanr 一 vv1 十 Sinz 
(1) lim a / 
.~ 二 和 . 


* Jj0l 。 


tany 一 SIn 
二 Tan 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
0 TI(YV1 tanr++ v1 sinr)/d 
. sinr(l1 一 COS 工 ) 
一 jm 


TO TcCOSTT /1 十 - tanx 十 v1 十 sinz )/4 
T* TX/2 


— lim 一 


了 -站 7 /2 


]. 
(2) Li vr-Vl1 V 1 ] 1 
im 一 工 工 v= im /1i+ /二 十 /二 一 1 
六 -mc /A/T 二 一 ee .过 A 


所 以 , 题 (1)、 题 (2) 所 示 关 系 式 成 立 . 

例 14 设 /(x) 和 g(r) 分别 是 关于 xX 一 a 的 pp 级 和 9 级 无 
穷 小 , 求 f(z) 土 g(r),f(r)g(r),f(r)/g(7x) 关于 z 一 a 的 无 穷 
小 的 级 . 


解 设 lim 一 2 一“ 关 0，limn EC 一 有 关 0 


TO—a) (TCO— bb) 
cy lim (Xx) 土 g(7) 
ITI—u (一 CQ) 

— ]， / (x) _ pi g(X) qt 
一 lim 一 7 (7 a)* :十 过 yt — a) 

0， EE 

因为 lim /CD zx 一 c)2 一 | 1/ 

I a — a ) Qa， 一 户 ， 

lim 8 一 Q) ”一 久 (人 9， 

I—*u (Xz ) 8B， 1 一 9g， 


jy im fr) + g(r) 加 (7 0, f=p= mn(p,g) < 之 yo, 

Tu (Z 一 CQ 8 0， t=g= mmnm(p,9) pp. 

则 f(r) 土 g(7) 是 关于 x 一 a 的 1( = min(p,g)) 阶 无 穷 小 . 
当 p 二 9 时 ,有 

[i f(r) tg(x) 


ra (rT aa)? 二 a 十 bp 了 0 (a 二 0)， 
这 时 / (zx) 十 ET) 是 关于 Td Hy p(\p 一 9 ) 阶 无 穷 小 \. 


. f(r)etx) , f (x) r(x) 
pd | 一 一 -一 -一 一 一 一 一 -一 -一 一 -一 一 2 -一 
(Dm ma BO, 
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故 f(x)g(7) 是 关于 (x 一 4) 的 十 9 阶 无 穷 小 . 
/Cr)VSCZ) f (zx) A g (7) = 委 冯 0， 


(Xa) rd (7 一 Ca)p (rr—a)’ 

故 f C0) /g(r) 是 关于 (x 一 a) 的 pp 一 gq(p 之 9) 阶 无 穷 小 

例 15 证 明 : 当 x 一 a 时 ,有 

(1) olf Cr)1 olLgGCz) = olf (x)g(7)j; 

(2) OLf (zx)]* OLg Cx)] = OLf (7x) gr); 

(3) o{OLf Cx))} = olf (7)]; 

(4) OtoLf (zx)]} = ofLf (x)]. 
其 中 ol[f (x)] 表 示 是 关于 f(z) 的 高 阶 无 穷 小 ,OLf (zx)j 表 示 是 关 
于 f(zx) 的 高 阶 无 穷 大 . 

证 CD lim L/D Jole Cn)] lim of C1)] .ole Cz)] 


(3) lim 


f(r)g(r) =lim f(r) g(r) 一 0， 
故 oF f C2) org (7) ] 一 ol (ror)|. 
,OLf (Cx) JO[g Cx)] _,. OLf/(zx)] Of[g(x)] 
Dm a) lim se ~Az0, 
故 OLf Cr)] * OLg Cx) 一 OLFGzr)rGCz)] 
oO[f CTD 1 ofOLf CT)])} Off Cr) 
Dn) moni ~ Fa =0; 
二 六 oOLf Cr) )} = of f Cr) 1. 
Ooff DD 1 OLf Cr) off Cr)] 
(lim = lim of f Cx)] fr) 0 
故 O{oLf (7) 1)} = of f (x)1. 
例 16 利用 等 价 无 穷 小 代 换 求 下 列 极限 ， 
”YI 1 ”VT 
(1) lim ] 一 cosz (2) lim In(1 十 2z) ， 


(3) hm YVzsz 十 并 一 VT 一 工 ); (4) lim = ta 了 “六 


oe nir(l 一 cosz)i 
_ 1 十 tanr 一 一 tan . — COSX” 
(5) lim lt tanr — VI = tanz (6) jim eos 

x-*0 e 一 上 r=-0 Sin 人 


解 (1) 因为 YI1 十 (CCz 一 27r) 一 1 十 Cr 一 2fr): 1] 一 cos 


es 103。 


一 1 一 cos(2r 7) ~ (2X C— 7)/2 二 (Xx 一 27):/2, 所 以 


jm lr 2 lr 2/ 2 
2 ] 一 cosx rr (六 一 27)2/2 nn 


(2) 因为 V1 二 Xx~~1 丁 Fe ~ ] 十 ,ln(] 十 2x) ~ 27， 
所 以 


ji 1 二 x 一 ee” _ im 1 十 z/2 一 1 一 zZ/3 _ 工 
**0 ln(l 十 27) x0 27 12 


(3) limnzrCYzs 十 工 一 sz3 一 工 ) 


,一 Co 


3 3 
-小 | :5-1l] 


因为 rit 1 一 六 一 1 一 ,所 以 
limzrC(Yr rm Vz 一 并) 一 jlim 2 = 5 


(4) 因为 tantr ~ XxX!,] 一 cosr 一 sin 一 ,所 以 


| rtanixr im x 
I co slIn zl 一 COSI) Teco x ° /2 


(5) 因为 Vi 十 tanr~~1 十 ,VI 一 tanz ~~1 一 地 ,e* 一 1 
一 工 , 所 以 
vi 十 tanz 一 Y1 一 tan7 -ii 工 十 ZL/2 一 1 十 ZV/2 


一 < 


r 一 
了 @”™ 一 ] 二 一 1. 
4 
(6) 因为 1 一 cosx’ ~ Sinz 一 ,所 以 
_ nd 4 
lim 1 cosr = lim 二 /2 一 1. 
TT eo SHIN .二 * A 2 
例 17 利用 等 价 无 穷 小 求 下 列 极限 : 
(1) lim i Ycosr (2) limeotz| 1 -了 | 
-H+ 一 (人 ] 一 COS Yr ) 0 SINX 让 
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3sinz 十 xX‘cos (l/r) ] 


(3) lim 


0 (1 十 coszyin(C1l 十 xr) (4) lim x? Xtanzci 
, ] 一 cosx 
(1) -]™~ 一 一 lim ee 
角 尺 式 ot Zi 一 cos vy .rr (li vcosr) 
1 ] 7*/2 1 
一 和 


2 or re VT/ 1 2 


,COST 7 一 SID 
i = lim 一 一 -一 一 一 . 
(2) 原 式 rr»0 SI S17 


3 
， . 1 ， . TX” . 
因为 ~ 0 时 ,sinz 一 一 3 -7 一 Si ~ ,SINX 一 -六 


31 
所 以 
.7T/3! | ] 

原 式 一 lim EE * COSXT 二 : 

(3) 原 式 一 lim 3Sinz 十 工 cosCL/Z) 
TY 0 21n (1 + x) 
一 lim 了 3sinx 十 yeos 1 
TD 2 .十 T 


因为 limzeos 二 是 无 穷 小 与 有 界 量 的 乘积 , 故 


. 3sinXxz 十 zcos(1 /六 ) 3 
lim (1 十 cosz)in(1 十 z) 2 0= 2 
tan 一 人工 
(4) 原 式 = an 
cr 13 . 
因为 + 一 0 时 ,tanz 一 工 十 河池 tanz 一 工 一 了 tanz ~~ 工 ,所 
以 
]; | ] 1] 1 3a/2 ] 
lI] -全 一 一 11 一 一 一 
zol A” Ttan.r rz-0 rr 。 并 3 
3 2 
例 18 已 知 lim 二 一 一 5, 求 op 的 值 
解 由 极限 与 无 穷 小 量 的 关系 ,得 
3 2 
二 ar 十 b = 5 十 a(x), 
1 
rr-»] 
其 中 az) 一 一 一 0., 
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故 linizs 十 cz 十 0=lmnzr 一 1)60 十 az)) = 0. 
了 一 1] 了 


又 limzs 十 ar 十 0 一 1 十 ua 二 bp>1+a 二 = 0， 
>] 
于 是 


ZX ”十 ar* 二 上 5 


lim 
之 下 Tl1 
a 十 a) 1. (Xz 一 1)++au(r C1) 
= nm 一 -一 一 nm 一 一 一 一 一 一 一 一 
| ye | Xx-*] 一 1] 
= limr 十 十 1 十 a+ 十 4a 二 24 十 3 二 5. 
所 以 4 一 1，2 一 一 1 一 4 一 一 2. 


例 19 求 lim 


， 工 了 0. 


ya . 并 
cOS 一 十 Asin 一 
Hn ?1 


, . 并 
解 令 cos 二 十 Xsin 一 二 1 十 学 , 则 
}1 


Xx . 大 
7, 一 jcos 一 十 MsSn 一 一 1 
n 7 


一 rx sinCr/n) z 1] 一 cos(x/n) 


TT/ Tr/n 


和 LDL 


Xr/n bh 
limzx, = ar. 
T . 冤 n Ti nir 7 
cos 二 十 hsin 世 | = |11+ 玛 
故 lim 


N 


a . 三 
cos 一 十 Asin 一 
天 Ht 


HH 


例 20 设 当 zz 一 0 时 ,(1 十 ur?)13 一 1 与 cosz 一 1 是 等 价 
无 穷 小 , 求 常 数 a. 


解 。 因为 当 x 一 0 时 ,1 一 cosxz ~ x:/2,(] 十 azr2)b3 一 1 一 
Qar /3, 所 以 


(lar)'’? | ar:/3 
lim cosr 一 1] lim 一 TD 24/3 二 1. 


从 而 a 一 一 3/2. 


例 21 求 下 列 极限 : 
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.ln(sccx 十 tanx) | oe 
(1) lim . ; (2 ) lim 一 一 一 一 ; 
LD S1N.7 : en tanr — sinr 
,cosr(e”™™ — 1)! 
lim 7 iCal TD),; (4) hin 一 -一 , 
(3) -rr 十 < ) 一人 0 si1n*.2(1 TY COS.T ) 
] sinz z 
Nn 一 一 一 一 ， 
COSIX .ln(]l 十 sinzry 一 In cosx 
户 式 == im 二 |1m - 
解 C1) 记忆 X—) SINX 十 一 ae SINX 
In(l1 十 sinx) ] ,. ln cos’x 
一 | - 一 Clim 一 一 一 . 
S1Dn 2 en0 SnY 


二 一 全 


因为 当 z 一 0 时 ,ln(l1 十 sinz) 一 sinz 一 zlncos2z 一 jn(l 一 Sinz) 


~ 一 Sinzz 一 一 XX ,所 以 


2 
lim ln (secx 十 tanzr) 一 lim 二 一 1 1im 一 二 一 1 一 0 一 1 


fa 一 SI ] 


中 +» + 已 
2) 古 式 二 lime™ 一 一， 
原 去 了 一 站 talix 一 SIN.X 


因为 当 二 一 0 时 ,ee 一 1] ~ tanz 一 sin7, 所 以 


tanzx 一 SI 于 


C 一 ec。]l 一 1]. 


Ctanz esimz | 

lim 一 一 一 一 一 1inaesnz 。lim 

ye0 tanTr 一 SI tanT — SIn 
/l/r+1) _ ] 


， (xt+1) 4 
(3) 原 式 二 lim a 
" .了 -> 十 ce (1/7r)’ 
/zfz 
Vota 一 1 


一 limua CT 
] 1 rz 十 1) ~ ] 
a 1 rer 十 Tlna 


Et 3», YLz - 1 


~ 三 lna, 所 以 


rt) (1/x* ) na 


4 和 
lim Xx:(a' ”al “+t yy 一 lima ; 
co xz-* 二 oe (1/x°) 

一 ] .lna = lina. 


2 
(4) 因为 当 x 一 0 时 ,ce* 下 一 1 ~sinrz 一 1 一 cosy ~ :所 以 
im cosr(e — 1) limcos | 
了 -和 站 sin*x(1] -一 COSX) | 了 下 Xx . TX /2 
例 22 设 j,8:A4A4CR 一 R 是 两 个 肾 数 ,日 V x€ A,f(r)> 
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0, 则 称 形 如 f(z)* 的 函数 为 蜂 指 函数 . 奋 1my(z) = 1 ,limg (7X) 
二 co , 则 称 极 限 limf C(x)? 属于 1” 型 不 等 式 ,可 以 利用 等 式 
fr) _ CE Cn) 

转化 为 0。co 型 未 定式 g(x)lnf (x) 的 极限 问题 . 

(1) 设 gy (Xx) ~ gplXx) ,证 明 : 若 limf Cr) 存在; 则 

lim fx) = lim/f Cr) i,, 

(2) 和 若 lmjlnz 二 jnzv ,证明 : 奉 lim7(z) —a>0,lmg(r) = 

0, 则 


1) 


lim f(x) = a". 


证 一 于 


(3) 求 下 列 极限 ， 


站 


x 


1° lim(] — sinr)!’”,; 2。 lim 
一 让 To 


COS 加 
.人 
证 (1) 车 limf/(zx)%” 存在, 则 lim e% 2 ” ”存在 ， 即 
limgi(x)lnf (x) 存在 .由 等 价 无 穷 小 代 换 得 
limg(z)lnAGz) = limgi Cx)lnf (xz), 
所 以 lim QE2 TNA 一 1im es nf 
即 lim Cr) 一 Tim Cr)™, 
(2) 令 Cr 二 yy, 则 lny 二 g(r)lInf(x), 故 有 
limlny = JS Cn (7), 


让 ln( limy) = limg an) limln/ (x), 
从 而 In( mf (rx) ) = 一 plnas lim fC) 一 cd 
(3) 1° 因为 lim(1 — sinr)'” = lime” zi ” ,而 


站 
1 Ta 一 Sinx) ip, 二 Sinx sinx 


| 证 总 
故 jina(Cl — sinxr)!” 一 cr-1. 
了 


少 


一 一 1]， 


1 i . rl cos 二 
cos 一 上】 = lime , 而 
了 


A 一 


2 因为 lim 
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lim x*ln cos 1 一 lim 7 
ro A On 1/x 
1 
om I l/r 了 一 oo 1 7 2 
故 lim | cos 加 一 G 一 1L? 
一- 人 0 


主要 内 容 


1， 冰 数 / 在 点 ze 连续 的 三 个 等 价 定 义 : 

(1) 国 数 了 在 避 Czo) 有 定义 , 且 jim 7 (x) = f(x。). 

(2) limAy 一 0, 其 中 Ay 二 /xz 十 Ar) 一 (zo). 

(3) Ye>0,3>0, 使 得 当 iz 一 zi 过时 ,总 有 
| Arz) 一 zl < e， 

2. 设 函 数 了 在 LV (xo)( 或 U(xo)) 内 有 定义 , 且 

lim f(z) 一 A(x) (或 im f(x) = J (xo)), 


Te 0 


则 称 画 数 /在 点 ro 右 连续 (或 左 连续 ). 
3. 行 国 数 /在 点 ze 不 连续 , 则 称 ze 为 了 的 间断 点 . 
(1) 在 xXx, 处 左右 极 限 都 存在 的 间断 点 称 为 第 一 类 间断 点 ， 
包括 
1° 可 去 间断 点 ”存在 lim/(x) 一 4, 但 了 在 zo 无 定义 ,或 
Fro) 天 人 4 
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2 跳跃 间断 点 在 .zo 左 \ 右 极限 存在 ,但 limJ(x) 天 


TT 


lim /Cx). 

(2) 在 res 处 /左右 极限 至 少 有 一 个 不 存在 的 间断 点 称 为 第 
二 类 间断 点 . 

4. 在 国 数 /在 区 间 7 上 每 一 点 都 连续 , 则 称 / 为 7 上 的 连续 函 
数 . 

5. 连续 函数 的 局 部 性 质 

(1) 局 部 有 界 性 ” 若 函 数 了 在 .ze 连续 , 则 函数 了 在 的 某 邻 
域内 有 界 . 

(2) 局 部 保 号 性 ” 阁 消 数 / 在 xz。 连续 ,上 且 ro) 天 0, 则 也 在 
To 的 某 邻 域内 与 了 (xo) 同 号 . 且 3 7>0, 使 在 CCzro) 内 ,|Cxz)|> 
7 > 0. 

(3) 四 则 运算 ” 知 琢 数 1,g 在 点 zo 都 连续 , 则 上 士 8, Ag， 
/J/g (CgGCzo) 关 0) 在 Zo 仍 连 续 . 

(4) 复合 性 ”和 蔡 函 数 了 在 点 ro 连续,g 在 点 wu 连续 , 且 wu。 一 
/ (ro), 则 复合 函数 /。g 在 .zo 连续 . 

6. 有 界 性 定理 ” 若 函 数 / 在 Lae, 和 外 上 连续 , 则 j 了 在 ta,o] 上 有 
界 . 

7. 最 值 定理 ”车 孙 数 /在 La,b] 上 连续 , 则 ff 在 Fa,6] 上 取得 
最 大 值 和 最 小 值 . 

8. 介 值 性 定理 ”车 函数 /在 [a,6] 上 连续 ,zi,xs€ [a,b], 且 
/70) 关 /zz), 则 可取 到 介 于 f(x) 与 f(z;) 之 间 的 每 一 个 值 . 

大 函数 /在 Le,2] 上 连续 , 且 Ja) 与 /6) 异 号 , 则 在 (ae,2) 内 
至 少 存 在 一 点 zo, 使 f(xo) = 0. 

9， 反 曲 数 连续 性 定理 “” 若 函数 了 在 [ea,b] 上 严格 单调 增加 (或 
单调 减少 ) 且 连 续 , 则 反 函 数 三 在 其 相应 定义 域 [/ (a),f(4)]( 或 
[f(65) ,f(a)] ) 上 连续 . 

10. 设 函 数 / 定义 在 7 上 ,Yes>>0, 6 守 0, 使 对 于 一 切 x 人 ,x” 
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只 要 |x' 一 x” | 过, 就 有 |/(Cr) 一 了 (x")| < 去 e 则 称 / 在 1 
i 
11. 一 致 连续 性 定理 ”车 肾 数 / 在 [4a,?] 上 连续 , 则 在 /上 一 


疑难 解析 
1. 为 什么 要 研究 连续 函数 ? 


答 。 连续 了 消 数 有 许多 优点 : 
(1) 有 广泛 的 应 用 . 自然 界 和 科学 技术 中 的 许多 问题 可 以 用 


连续 天 数 来 质 述 . 

(2) 有 优良 的 局 部 性 质 . 当 我 们 研究 一 点 ze 附近 (有 茶 邻 域内 ) 
抽 数 性 质 时 ,连续 肯 数 的 局 部 有 界 性 与 局 部 保 号 性 会 给 研究 以 很 
大 的 便利 . 


(3) 便于 计算 函数 的 极限 . 当 函 数 连续 时 ,极限 记号 与 函数 记 
号 可 以 交换 ; 即 运算 “/” 与 im” 可 以 交换 顺序 ,limf/(x) = 
f[limxj. 尤其 在 复合 函数 情形 时 效果 更 为 显著 . 

(4) 闭 区 间 上 连续 函数 具有 优良 的 整体 性 质 , 如 有 界 性 、. 取 最 
值 性 . 介 值 性 和 一 致 连续 性 . 数学 分 析 中 很 多 问题 的 研究 证 明 要 应 
用 这 些 性 质 来 进行 

2. 在 区 间 上 函数 / 连续 与 一 致 连续 有 什么 不 同 ? 

答 ”在 区 间 上 阔 数 连续 与 一 致 连续 有 重大 的 差别 . 从 两 者 定 
义 上 可 以 看 出 ;对 于 /连续 来 说 , 当 e 给 定时 ,对 不 同 的 xE 7, 相应 
的 6 不 仅 与 EE 有关, 还 与 x+ 有关; 而 对 于 /一 致 连续 情形 , 当 。 给 定 
时 ,相应 的 6 只 与 6 有关 而 与 x 无关. 

连续 函数 在 区 间 1 上 的 一 致 连续 性 是 函数 在 1 上 整体 变化 情 
况 的 一 种 衡量 . 如 果 连 续 函 数 的 图 像 在 每 个 局 部 都 比较 平缓 , 即 其 
陡 势 受到 控制 ,函数 可 能 是 一 致 连续 ,所 以 可 以 通过 图 像 对 函数 的 
一 致 连续 性 作 一 初步 估计 . 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


连续 性 和 一 致 连续 性 概念 是 数学 分 析 的 主要 理论 基础 ,因此 ， 
利用 连续 性 和 一 致 连续 性 来 证 明 命 题 , 是 检验 对 概念 的 理解 程度 
好 坏 的 方法 . 一 般 都 采用 直接 证 明 的 方法 进行 ,有 时 也 采用 反 证 法 
进行 . 

一 、 连 续 函 数 概念 的 命题 

例 1 设 哨 数 J(z) 对 一 切 zi,z; E7 满足 等 式 /Cr 十 zz) = 
1 (zi) 十 1 (zz), 且 /f(z) 在 z= 0 连续 ,证 明 :;f(z) 在 任意 xzE1T 连 
续 . 

证 ”在 等 式 /zi 十 zz) = 一 f(z) 十 (xs) 中 令 ,二 0, 则 

fT) = f(r) + f(0)=>f/(0) = 0. 

又 由 jz) 在 zx 一 0 的 连续 性 ,有 limJ (Ax) 二 /(0) 一 0. 而 由 

所 给 等 式 
jzo 十 Azr) 一 Cro) 一 ro) fAr) 一 Cr) = f(Az), 
取 Az 一 0 的 极限 , 即 得 
lim/ (xo 十 Az) 一 f(xo) = lim/ (Ar) 一 0， 

所 以 ,f(z) 在 任意 点 ze E 了 连续 . 

例 2 设 f(x) 在 x 二 xo 连续 , 且 f(x。o)> 0, 证 明 :;:Ij 6 >> 0， 
当 |z 一 zol 之 6 时 ,f(x)>>0. 

证 ” 取 e= 了 (zo)0, 则 由 于 f(r) 在 x = x 连续 ,3 56> 
0, 使 得 当 |z 一 zo| 过 6 时 ,有 |/fCr) 一 f(xo)| 二 = f(r,). 从 而 

(7)> f(r0) — fr) = 0. 

例 3 设 函 数 / 在 [a,bj 上 连续 ,证 明 ， 

(1) 在 对 任何 有 有理数” € [a,]j, 有 f/fG) = 0, 则 在 [a,6] 上 ， 
(rz) = 0. 

(2) 奉 对 任何 有 理 数 7 ,rE€ [a,6]yri 过 7 ,有 /G0) < Ar )， 
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则 了 在 Le ,oO 上 严格 递增 . 
证 (1) 对 任何 无 理 数 roEfLla:,pj, 取 有 理 点 列 ! 疡 CC 
[|a;0 ,使 疡 一 To 一 十 20), 则 
f (x) 一 im fr7,) 二 0. 
由 ze 的 任意 性 和 f(r) = 0 知 ,/(x) 寺 0. 
(2) 对 任意 zi ,Tz2E (a,b),Xi 达 zz, 取 有 理 数 + ,rE 


(xisz2) sn 之 xz, 则 由 /的 连续 性 知 ,对 e 一 于 [7 一 了 (rm)] > 
0; 3 和 >>0( 可 设 S 一 min 一 Ti 一 77)), 使 对 于 ri ECzly7zi 
十 66) 及 (xs 一 6,T2), 且 ,73 为 有 理 数 , 有 
f(T) fm)+e, fr)> fr)— Ee. 
因为 二 7 二 7 二, 故 由 J 在 有 理 点 上 的 严格 递增 和 上 面 给 出 
的 不 等 式 , 有 
fr) fn) te fm) +e =/f(r) —e <f) —e < zr,), 
由 zi 过 Xz 和 T,X 的 任意 性 惹 ,J 在 La,j 上 严格 递增 . 
例 4 证 明 : 震 函数/ 和 & 是 连续 的 , 则 函数 p 王 min{(/,g) 和 
y 二 max(/ ,8g} 也 是 连续 的 . 
证 (1)VY zoET, 帮 /f(zo) 关 8(7T0) ,不 妨 设 f(r0) > g (Xx0)， 
由 f 和 8g 的 连续 性 得 
lim[/ (zx) — g(r)| = f(x) — g(ro) > 0, 
即 VYe>0,30>0 当 | 一 zol< 时 ,总 有 
f(r)— g(r)>0,， 即 f/f/(x) > g(r). 
所 以 , 当 jx 一 zo| 过 5 时 ,有 
HX) 一 min{f (xr),g rT)} = gr) 
和 [Hr) — Fro)| = jg(r) — g(r)) <e， 
Bp lim px) 一 (ro). 
所 以 , 当 (rx) 关 gtro) 时 ,w(x) 在 .ro 连续 . 
若 /xzro) 一 ECzo), 则 PCz) 二 f(ro) = 二 g(xo),; 由 /和 gg 的 连 
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续 性 知 ,Ye>>0,389>0, 当 lz 一 ro 二 9 时 ， 
fr) 一 9 ro)| 三 | Jr) 一 Cro)| < 
与 [gx) — oro0)| 一 |gCr) — g(ro)| <<e 
同时 成 立 ,于 是 |pCz) 一 pzro)| 过 Ee 成 立 .所 以 (xo) = g(ro) 时 ， 
(xX) 在 7o 也 连续 . 
由 .ze 的 任意 性 知 ,p 二 min{/ ,8} 是 连续 国 数 . 
(2) 类 似 可 证 .请 读者 一 试 . 
例 5 区 间 (a,6) 内 单调 函数 的 不 连续 点 必 为 第 一 类 间断 点 . 
证 ” 设 /(7) 在 (a,b) 内 单调 增加 (单调 减少 可 类 似 证 明 ). 任 
取 zo (as0), 则 集合 (7GCcz)lzE(Ceyzo)y 有 上 界 , 且 为 上 确 界 , 记 
为 wa 一 sup{J/Cr)|lzE(aro)) .对 一 切 xE (cz 有 xz) 扫 w. 
而 Yes>0,jz E€ (aro) 使 得 /zc 全 aa 一 成立 . 取 和 一 
xz 一 TD 盖 0) 则 当 一 人 >z 一 zzo< 0 时 ,有 xz 二 x 过 xo, 于 是 ,有 
一 seE< jz) 一 4 委 J 帮 rz) 一 a 委 0. 
Hl lim f(x) = a. 


2 


类 似 可 证 lim f(z) 一 有 ,其 中 
B= in{f{(f(r)|r € (Grob))}. 

以 上 两 式 说 明 : 知 re 是 单调 函数 在 (ce,o) 内 的 间断 点 , 必 为 第 
一 类 间断 点 中 的 跳跃 间断 点 . 

例 6 设 哨 数 / (x) 在 x 二 0 连续 ,上 且 /0(0) = 二 0, 已 知 |g(zx)| 
< |/ (7)|, 证 明 ; 函 数 g(x) 在 xz 二 0 也 连续 . 

证 因为 lgtr)| 志 1/fCz)|,; 所 以 1g00)| 志 1f(0)| =0, 即 
£(0) = 0. Xlim/ (7) 一 /(0) = 0, Bhlim |/ (Cx)| 一 0, 于 是 ,有 

oO ls)| If | 0 (一 0). 

由 退 敛 性 知 ,limg(x) = 0 二 g(0), 所 以 g(x) 在 x 二 0 连续 . 

例 7 设 函 数 / 在 (a,5) 内 每 一 点 处 的 左 ,. 右 极限 都 存在 ,又 
Vr,yE€E (a,0), 有 
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Ty 
2 
证 明 ;/ 在 (a.5) 内 连续 . 

证 VrE€E (Cab), 记 f(xrt) = A1+,f/(xs ) = 二 47. 以 下 证 明 
At= A = /(17,). 
在 不 等 式 中 令 工 二 zo; 分 别 取 y 一 775 与 ?一 ZX 时 的 极限 ,得 


了 


|< 3[/(z) 十 f(y)]， 


AtS F/I) + FA pat fr), 
-一 
4 < f(z) 十 A is /9 
在 个 等 式 中 叉 令 二 Xo 十 有 ,y= 二 Xo 一 ,了 取 h 一 0 时 的 极限 ,得 
f/ (zo) 委 (4+ 十 4 ). 二 


于 是 4 = 4 = f(x,). 由 x。 的 任意 性 知 ,f (x) 在 (a,6) 内 连续 . 

题 给 不 等 式 是 (4a,5) 内 /为 凸 函数 的 条 件 , 因 此 本 例 又 说 明 ， 
对 于 凸 唤 数 ,只 要 在 (4a,0) 内 每 一 点 存在 左右 极限 , 则 必 为 连续 
多 数 . 

例 8 证 明 : 若 /(z) 在 (一 co， 十 ce) 内 连续 , 且 lim/(zx) 存 
在 , 则 jz) 在 (一 ce， 十 co) 内 必 有 界 . 

证 令 lim / (7) 一 A, 则 Ye 守 0, 了 3j 关 汪 0, 只 要 |x| 守 XX， 
就 有 |f(z) 一 A|< 二 ,也 就 是 4 一 e 达 f(z) 二 A+e. 

由 于 /(r) 在 [一 XX,XX] 上 连续 , 则 由 有 界 性 定理 ,3 MM, 使 
f(x)| 三 和 MM. 因而 若 取 入 二 max{M,|j4 一 e|,|A 十 el}, 一 定 有 
f(r) | MrE€E (一 co 十 co). 

例 9 设 /Gr) 是 定义 在 (一 ceo, 十 ce) 上 的 实 函 数 , 且 满足 : 
f(a) <<c < 了 (6), 则 在 a,5 间 存在 一 个 z+, 使 f(x) 一 c, 且 当 > 为 
有 理 数 时 ,满足 /(x) =7r 的 7 组 成 一 个 闭 集 . 证明;/ 是 连续 函数 . 

证 ”用 反 证 法 .在 jz) 在 .roE (一 co, 十 ee) 上 不 连续 , 则 
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了 6 及 点 列 {x,) ,7T, Xs, 使 
ifCr) Om flr)| ee = 1,2,.), 
al fr) 过 fxr) 一 ee 或 f(x) > f(xo) 二 &. 

车 有 无 穷 多 个 点 {x,) ,使 f(x) 过 f(zo) 一 so, 则 村 有 理 数 

ri ,使 

fr) rx) C= 1,2,%). 
由 题 设 知 ,3 5, 使 $4 在 zo 与 Xz, 之 间 , 有 ri 二 了 了 (6) (二 1,2,…)， 
而 {45} 为 一 个 闭 集 . 故 jime， 二 xo € (6). 从 而 (zo) == ri, 推 出 巴 
盾 . 

对 于 若 有 无 穷 多 个 点 {z, }) ,使 f(z) 二 Jro) 十 的 情况 ,可 
以 用 类 似 方 法 推出 矛盾 . 

综 上 所 述 知 ,f(x) 是 (一 co, 十 ceo) 上 的 连续 函数 . 

例 10 设 / 是 不 为 常数 的 连续 周期 肾 数 ,证 明 ;f 必 有 最 小 正 
周期 . 

证 ” 设 f 的 正 周 期 的 集合 为 = {1|t 为 1 正 周 期 }, 显 然 infT 
一 to( 因 为 了 有 下 党 0). 

设 t, 这 0, 根据 确 淹 的 性 质 , 存 在 {z,) CT, 使 lim 二 to. 则 由 J 
的 连续 性 ,VY x EE RRR, 有 

f(z 二 to) 一 limf (x 十 1) 一 f (x), 
所 以 ,to 是 f 的 周期 . 

用 反 证 法 证 t。 关 0. 帮 to 二 0, 则 limz， —=0.BYxER,j (zr,} 
(T= RT 十 on 二 1,2,…. 其 中 ,为 整数 ,0 二 rr, 声 4). 于 
是 ,由 的 连续 性 

/(x) = lim (x,) 一 lim/ (k,t,) = f (0), 
即 f(x) 三 /(0), 与 假设 矛盾 , 故 to 之 0. 

由 于 ,是 的 正 周期 下 界 , 且 to 守 0, 所 以 是 最 小 正 周期 . 

例 11 设 /(7z) 在 (0,1) 内 有 定义 , 且 户 数 e*f/ (rx) 与 e 人 ?在 
(0,1) 内 都 是 单调 不 减 的 .证明 :/(x) 在 (0,1) 内 连续 . 
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证 ”人 先 证 了 zo。€ (0,1), 左 、 右 极限 存在 ,再 证 它们 相等 . 

YE (0,1)， 因 ev 单调 不 减 , 故 了 全 过时,e-71m 全 
ee >el f(T) 宇 f(7), 即 f(x) 单 调 递 减 .所 以 ,对 于 
roE (0,1) ,f(zo 十 0),f(xo 一 0) 都 存在 . 

又 由 er) 单调 不 减 知 : 当 工交 Xo,e f(r) 宇 ef(z0), 今 广 
一 tt, 则 er 十 0) 人 err) 一 rz 十 0) 实 f(zo). 在 前 段 中 ， 
令 z 一 2 得 jzo) 之 Fr 十 0), 故 有 (xzo) = (xo 十 0). 类似 
可 证 f(xo 一 0) = 二 f(zxo). 从 而 知 f(x) 在 zo 连 续 . 由 zz 的 任意 性 ， 
确认 f(x) 在 (0,1) 内 连续 . 

例 12 证明; 对 于 歼 曼 函数 


寺 ， 当 zz 一 了 为 既 丝 > 0， 
rr = 当 工 二 下 为 既 约 分 数 ，9 


0， ” 当 z 为 无 理 数 及 零 ， 0 过 T+ 声 1. 
R(X) 在 无 理 点 上 连续 ,在 有 理 点 上 间断 . 
证 ” 任 取 rcE (0,1), 则 Ye>>0, 由 无 理 点 的 稠密 性 ,只 有 有 


限 个 正 整 数 9 < 去 . 即 在 (0,1) 中 , 只 有 有 限 个 有 理 点 刀 , 使 


R| | > 于 是 ,3 6 > 0, 使 在 (zx。 一 6,x 十 8) 中 没有 有 理 
点 X(X 了 X70) ,出 现 ERCZ) 之 < 从 而 , 当 0 一 [xz 一 0| < 对 时 ,人 恒 有 


[RC | < se, 即 imRczy = 0 
右 0 是 无 理 点 , 则 由 K(xro) 二 0 知 ,RCX) 往 .7 连续 ; 若 to 是 
有 理 点 , 则 由 R(x6) 一 取 0 知 ,R(x) 在 zx 间断 . 


例 13 设 jCxz)VYYzE (一 co 十 co), 有 jz2) 一 f(x), 日 
1z) 在 xz 一 0 和 Zz 一 1 连续 ,证 明 :/Cz) 在 (一 co, 十 co) 为 常数 . 
证 ” 当 z>0 时 ,因为 .xz) = f(x), 所 以 
fr) = fr) = fr) = oe f(r) 一 
故 /(r) = lim/ (x) 一 /inz >”) = J (1). 
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当 过 < 0 时 ,可 得 Jrz) = f(z’) = f(1)( 此 时 ?之 0). 
当 工 一 0 时 , 帮 0) = lim/ (xz) 一 f(1). 
综 上 所 述 知 ,f(z) 大 f(1). 


例 14 ”确定 a,b 的 值 ,使 /(z) 一 二 一 汪汪 一 1 有 无 穷 间 
断 点 x 二 0 和 可 去 间断 点 工 二 1. 
解 ” 要 z= 0 为 无 穷 间 汤 点 ,应 有 
mm TxD) 4 0 
z=0 f(z) m0 e”—b 1 一 


故 当 & = 二 0,6 关 1 时 ,Xx 二 0 为 无 穷 间 渐 点 . 
要 工 二 1 为 可 去 间断 后, 详 有 


lim im 一 2/e7 Ce” — b/e) 
ml (Tar—1) (rr— a)(r— 1) 
= lim 一 一 ， 
-ll TCT dd i—a 
Bh el r- l=1>)—e. 
ee e 


所 以 ,应 有 a 二 0,6 一 ee. 
例 15 讨论 下 面 图 数 的 连续 性 : 
_. at/(r—1) 
/w= 0" ce )， 工交]， 


9 工 二 |], 
大 有 间断 点 ,指出 其 类 型 . 
解 ” 在 z==0 与 + 二 1,f(x) 无 定义 ,所 以 x 二 0 和 x 二 1 是 
间断 点 . 在 其 它 点 (zx) 连续. 因为 
lim 1/ ] — e™/‘*-D)=1, lim 1/(1 一 er/ 1 ) 一 0. 


lim 1/(1 一 evc-b) 一 十 co， lim 1/(1— en)=— o0. 


所 以 ,z 王 1 是 第 一 类 间断 点 (跳跃 间断 点 ), 工 一 0 是 第 二 类 间断 点 
(无 穷 间 斯 氮 ). 


. 2 
例 16 已 知 lim | 三 二 一 一 (az +6) |= 0, 求 a,b 的 值 . 
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解 因为 


十 1， 7 二 1 一 (ar 十 bP)(r 二 + 1) 
/ (7) 二 二 十 1 artO TT 
(一 a)r 一 (4 十 人 7 十 1 一 4 
| 十 1 ， 
. (1 一 az 一 (十 0 十 1 一 0 
i 


所 以 , 必 有 1 一 4 一 0 否则 limf (xz) = 00)=>a 一 1. 又 
a 十 0 一 0( 否 则 limy7(z) 一 一 (a 十 0) 尖 0) 全 一 一 aa 一 一 1. 
综 上 所 述 知 , 要 使 等 式 成 立 , 必 须 使 4 = 1,b = 一 1. 
由 于 lim[g(x) 一 (az 十 2) 一 0 的 几何 意义 是 :直线 ?一 az 
十 6 是 函数 g(x) 曲线 的 斜 渐 近 线 . 故此 例 说 明 , 函数 ECz) = 
zz 十 1 


以 y 一 工 一 1 为 斜 渐 近 线 . 
二 . 闭 区 间 上 的 连续 函数 


例 17 证 明 : 奉 肾 数 (xz) 在 La,6」] 上 每 个 消 数 值 恰好 取得 两 
次 , 则 函数 f(x) 在 La,b] 上 不 连续 . 

证 ”用 反 证 法 和 闭 区 间 上 连续 函数 的 介 值 定理 证 明 . 设 / 在 
[a,5] 上 连续 , 则 有 惟一 的 c € [a,O], 使 Fa) = f/f(c). 为 简单 计 ， 
设 c = 二 5b, 则 f(a) = J (0). 

YrE (ab), 有 f(r) < f(a) 或 
fz) > fa). 取 f(z) > f(a) Uz) < 
f(a) 类 似 可 证 ), 则 f(a) = AKC) 是/ 在， 
[a,6] 上 的 最 小 值 n. 由 /的 连续 性 ,f 在 
[a,bj 必 有 最 大 值 M, 依 题 设 有 rz,y E 
[a,bj, 且 x 二 y,; 使 f(x) = f(y)= 
A 亿 图 2. 2). : 2. 2 

而 了 在 [x,yj」 上 连续 , 故 在 (rx,y) 内 有 最 小 值 w ,使 1 过 
AM. 则 VY 7€Lwa,Mj, 依 连续 函数 的 介 值 定理 ,在 [a,xj， 
[x,yj],Ly,6j] 内 至 少 各 有 一 点 p,q,r 存在 ,使 
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f(p)= f(g9) = /0)=7. 
推出 与 题 设 相 族 盾 . 故 可 确定 ,f 在 [a,b6] 上 不 是 连续 隐 数 . 
例 18 设 /(z) 在 [a,b6] 上 连续 ,a 二 c 二 4d 二 5b, 证 明 ; 对 任意 
正 数 p 和 9g, 至 少 有 一 5€ [c,dj, 使 
pic) + gf la) = (0 + q)f Ce). 
证 ” 因 [c,d]cC [a,j,; 所 以 f 在 [c,d] 上 连续 , 必 在 [c,4] 上 
有 最 大 值 M 与 最 小 值 m ,使 
mj)RM, mf(ad)M. 
又 因 训 盖 0,9qg 盖 0, 所 以 
pm 人 pille) pM, gm gf(d) aoM, 
得 (p+ om pl) + qf(d) < p+ gM, 
pfle) + qf (a) 
时 me ro ~ eM. 


于 是 , 依 闭 区 间 上 连续 函数 的 介 值 定理 ,在 [c,d4] 上 至 少 有 一 点 &， 
使 

flc) + gf a) 
从 而 有 pic) + gf (la) = (p + q) fe). 

例 19 设 肖 数 /(x) 在 [0,2a] 上 连续 , 且 f(0) = f(2a), 证 
表 : 在 L0,a] 上 至 少 存在 一 点 6, 使/(&) = f(z 十 a). 

证 令 (X) 二 f(z) 一 f(z 十 a), 则 由 f(x) 在 [0,2a] 上 连 
续 知 ,f(x 十 a) 在 [0,a] 上 连续 ,所 以 F(x) 在 [0,a] 上 连续 . 由 于 

F(0) = f(0) 一 fla), 

Fla)= f(a)— fl2a) 一 一 [Lo) ~— fla)]=— FO0), 
吉大 1(0) 一 f(a) = 二 0, 有 (0) = f(a) = f(2a), 即 当 & 二 4 时 ， 
有 J/(S)==f(§ 十 a); 若 /1(0) 一 f(a) 关 0, 有 F(0)F(a) 二 0, 由 零 
氮 定 理 ,至少 有 一 点 6E (0,a), 使 FC(E)==0, 即 (6) = Ce 二 ao) 

综 上 所 述 知 , 在 [0,aj] 上 至 少 有 一 点 ,使 FE) = f(& 十 a). 

例 20 设 f(z) 在 [a,6] 上 连续 , 且 无 寒 点 ; 则 /(x) 在 [a,6] 
上 恒 正 (或 恒 负 ). 

证 ”用 反 证 法 . 设 f(z) 在 [a,6] 上 不 恒 正 (或 不 恒 负 ), 可 设 

* 120。 


fr) <0,r)>>0roz elf:O 且 < 由 闭 区 间 上 连续 
函数 的 零点 定理 ,至 少 有 一 点 6E (rzr) ,使 /E) = 0. 与 题 设 
f(x) 无 零点 地 盾 . 故 A(z) 在 [a,b6] 上 必 伍 正 ( 或 恒 负 ). 

例 21 设 消 数 /(x) 在 La,6b] 上 连续 , 且 是 一 一 对 应 的 ,证 明 、 

(1) 当 f(a) 过 f/f0) 时 ,f(xr) 严格 单调 增加 ; 

(2) 当 f(a) > (00) 时 ,f(z) 严格 单调 减少 . 

证 (1) 用 反 证 法 . 设 /(x) 不 严格 单调 增加 . 则 3 xi,xs € 
[a,6bj) 且 过 席 y 而 f(z) 之 f(x;). 因 负数 是 一 一 对 应 的 , 放 必 
有 f(r) > f(r,). 

若 f(zxz) 盖 f(a), 依 闭 区 间 上 连续 函数 的 介 值 定理 ,3 6 € 
(azi) ,使 得 /(6) = f(x2) (之 x 过 1). 这 与 函数 f(x) 是 一 一 
对 应 的 矛盾 . 

大 f(zz) 达 f(a) ,同样 知 3 7E (x2,6) ,使 得 1 (7)==f (a) 
(7 之 zz 之 a). 这 也 与 薄 数 f(r) 是 一 一 对 应 的 逆 盾 . 

综 上 所 述 知 ,此 时 f(x) 严格 单调 增加 . 

(2) 令 gz) 一 一 xz), 则 g(a) <gGD). 由 题 (1) 知 gCz) 严 
格 单调 增加 . 故 /(x) 严格 单调 减少 . 

例 22 设 /[0,1 一 [0o, 1 为 连续 函数 ,/0) = 0,/(1) = 
1 ,jzr)] = x. 证 明 :f(x)= 文 . 

证 ”因为 VY zi,x2 EL0,1j; 若 f(x) == f(x;), 则 由 f/f[fCx)] 
一 工 知 

xl 一 /LAGCz)] = ffxs)] = xz. 
所 以 ,J 是 一 一 对 应 的 . 现 证 明 f 是 严格 单调 的 ,用 反 证 法 . 设 了 不 
严格 单调 , 则 必 3 z < rr < rs, 使 得 FFCc < cr) 但 zi) 二 
1 zs) (或 /Cr 二 /Cr zcz) 过 f(xs)) 下 面 讨论 f(z) 去 
f1(rz), /xzz) 之 fxs) 的 情形 (括号 内 情形 类 似 可 证 ). 

任 取 一 数 c, 使 max{f/(r) ,f(z3)) 过 cc 过 f(x,), 则 由 闭 区 间 
上 的 介 值 定理 知 :3 和 E Cryz) 和 所 E (rr) ,使 /(51) = 二 c= 
f (62). 这 与 f 的 一 一 对 应 性 牙 盾 , 故 f 是 严格 单调 的 . 
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因为 VreE[0,1], 因 此 要 人 么 /xz) z 因 此 要 么 /Crz) 委 工 
由 于 f(x) 严格 单调 , 且 0) = 0,f(1) = 1, 所 以 f(x) 是 严格 单 
调 增 加 的 . 因 紫 , 当 f(x) 之 +t 时 ,有 

r= ff(r) 之 rr) 
当 jz) 委 工时 ,有 

r= f[f (xr) fx). 
故 总 有 f(r) 三 工 . 

例 23 设 函 数 广 (z) 与 f;(x) 在 [a,b] 上 连续 , 且 f(a) 去 
六 Ca), 广 (O) > f.06), 证 明 : 在 (a,6) 内 至 少 存在 一 点 ,使 /1 (8&) 
= f,(é). / 

证 ” 引 人 辅 助 函数 F(z) = (zx) 一 f(z), 则 由 题 设 条 件 
知 :Fa)<<0,FO) 0,F(z) 在 [a,bj 上 连续 , 依 闭 区 间 上 上 连续 函 
数 的 零点 定理 ,在 (a,6b) 内 至 少 有 一 点 ,使 FC(6) = 0, 即 六 (6) = 
/C8¢). z 

例 24 证 明 : 若 f(xz) 在 La ,上 连续 ,a < TT 
二 5, 则 在 [zy,z,] 上 必 有 一 点 4, 使 / / 

ge) = f(T) 十 f(xs) 十 … 十 fr) 


Hi 
证 ”因为 /(x) 在 [zi,z,] 上 连续 ,所 以 f(z) 在 [ri,zx,] 上 有 
最 大 值 M 和 最 小 值 训 , 故 对 r+; 有 
mr) RM (rE [Erisr,l)i= 1,2,.,n). 
于 是 nm 三 /zi 十 fxr) + 二 f(r) nM, 


即 | 过 fOr) 十 /rs) 十 … 十 Jr) <M. 


HH 
由 闭 区 间 上 连续 孙 数 的 介 值 定理 知 ,存在 4 € [xi,z,], 合 
Fe = LD 十 fx) + + frm) 


天 
类 题 设 f(r) 住 (a ,0) 内 连续 ,月 x 全 (au ,0) ,1 -一 1 Z…， 
1 ， 则 至 少 存在 一 点 EE (ua,5), 使 
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ccE la: 


2[f Cx) + 2f (x2) + nf (zx) 
MOT ml) 


证 ”这 时 ,因为 不 知 zx; 的 大 小 ,可 取 区 间 [c,d], 其 中 
c= min{z}, d = max{z,}. 
则 f(x) 在 [c,d] 内 连续 且 有 最 大 值 M 和 最 小 值 zm. 仿效 例 24 中 的 
做 法 ,得 


+ Dn fr) + 2f (zr0) 十 …… + afb) < Et DM, 


jn 2[f Cz) 十 2f (zo) 二 十 nf (x,)] <M. 
n(n 十 1) 
依 介 值 定 理 即 得 ,至 少 有 一 点 € [c,d C (ayp) ,使 : 


Ce) = 2[ f(x) 二 2f Cz) 二 十 nf (zx,)) 
n(n 十 1) 


例 25 设 f(zx) 在 [0,n] 上 连续 ,f(0) = f(n) (n € N), 证 
明 : 在 (0,n) 内 至 少 有 一 点 ,使 fC 十 1) = f(&). | 
证 作 辅 助 汝 数 (z)= 二 f(z 十 1 ) 一 f(z),; 则 F(Z) 在 
[0,n 一 1」] 上 连续 , 且 
有 Pi 一 AG 二 1) 一 GD) G=0,1,,n— 1), 
于 是 “ 开 (0) 十 Fl) 十 … 十 Fa 一 1) 一 oo 一 Fo) =0. 
记 F(z) 在 [0,n 一 1] 上 的 最 大 值 为 M, 最 小 值 为 m, 则 由 例 24 


知 ,m 过 二)F(i) < M. 于 是 ,由 闭 区 间 上 连续 函数 的 介 值 定理 
知 , 在 (0,n -一 1) 内 至 少 存在 一 点 上 ,使 
F(€) = FC) = 0， 
即 f(€+1)= /(€),€€ (a,b). 
例 26 设 函 数 在 [a,6| 上 连续 ,VY Re La,pj], 记 Af(Cz) = 
sup /(:), 证 明 : M(x) 在 [a ,b] 上 连续 ， 


证 任 取 Xo 入 (a,0), 则 VrE (a ,Xo), 有 
f(r) < Sup / (2) 二 M(xz) 二 M(xzo 一 0) (因为 M(xz) 递增 ) 


Bh 
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一 > AMf (xzo) = sup / (7) Mzro 一 0)， 


故 知 RAY(z 一 0) = MU(ro). 
又 ,由 /在 x 的 连续 性 ,VY 之 0,3j 09>0VAE(OO) 以 及 
TE Crowvo 二 hh), 有 
fr) f(r) 十 E 委 MGro) 十 
—> sup f(x) M(x + €)， 


IE {rorot+h) 


从 而 得 MGCrzo 十 A) 一 sup /Cz) 


rh 0 


一 maxfAf(z)， sup f(z)} 委 AfGCro) 十 <. 
定做 (x To 二 A) 


令 A 一 0 ,由 es 的 任意 性 , 即 得 
Ar 十 0) 迄 Mrz) 人 Ar 十 0) = AfCzro). 

所 以 ,M(x) 在 xo 连续 , 即 M(x) 在 [ae,o| 连续. 
类 似 可 证 以 下 命题 : 若 /在 [a,b6] 上 连续 , 则 m(x) = 
(f(t)} 和 M(x) = min {/ (2)} 在 La,b] 上 连续 . 
例 27 定义 在 R 上 的 函数 1 满足 :f/f 在 += 二 0 连续 , 且 对 
xT,yER 有 /f(r 十 y) = f(r) 十 f(y). 证 明 ;()f 在 R 上 连续 ，; 
(2)Y TE R,/(r) = rz/ (1). 

证 (1) 令 z= 二 yy 二 0, 则 知 f(0) = 0.Y xoE€ER, 由 f(x) = 
f(T 一 Xo) 十 /(xo) 及 f(z) 在 x= 二 0 的 连续 性 得 
lim/ (x) = lim[L/(x — xo) 二 fr) =f/(0) + fro) = fr), 
所 以 ,f(zx) 在 R 上 连续 . 

(2) 以 y= 二 一 + 代入 ,得 f(x) = 二 f( 一 xz), 即 /为 奇 消 数 .对 正 
整数 p,qg, 反 复 运用 等 式 f(x 十 y) = f(x) 十 f(y), 得 


f(p) = pf(1), /| 本 | — 二 /1). 


min 
J 和 1 帮工 


由 此 结果 及 /为 奇 函 数 知 ,对 任何 有 理 数 = 二 (g 关 0), 有 
f(r) = xf). 
因此 ,VY .二 全 RR , 取 有 理 数 列 (人 》 7 一 工 一 ce) ,可 由 /的 连 
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续 性 得 
f(r) = 一 limyj(m) = lim,f (1) ~ zf (1). 

三 .一 致 连续 性 问题 

例 28 设 /(zr) 在 (a,6) 内 一 致 连续 ,证 明 : 

(1) 383>>0, 使 Yzo 当 zE(a:b) 站 (ze 一 0zro 十 9) 时 ， 
17(z) 委 |J/Gzo)| 十 1 

(2) f(x) 在 (a,b) 内 有 界 . 

证 (1) 因 为 /(x) 一 致 连续 , 故 对 := 二 1 二 0,3j 9>0，, 当 
xzE€E (a,b) 门 (xo 一 人 ,zo 十 9) 时 ,有 

|Jz) om fr <1 之 | /jz)| 委 |/(Czo)| 十 1 

(2) 利用 题 (1) 中 的 人 ,把 (ca ,2) 分 为 nn 个 小 区 间 , 分 后 为 a = 

To 和 TX 一 使 


max (zi 一 X11) < 0. 
1 巡 帮 < 


取 M= max {f(zTi)+1}, YrxE (a,b), 
Zz 必 落 在 其 中 一 个 小 区 间 上 . 则 依 题 (1) ,有 
| Arzr) 一 Axis 1 科 & 委 站 一 1)， 

或 [171z) 一 Ac <1(02 委 & 委 7). 
故 [f(x)| MM. 

例 29 设 /(z) 在 La, 十 ce) 上 连续 , 且 lim f(z) =A, 证 明 ; 
f(z) 在 [a, 十 ce) 上 一 致 连续 . 

证 ”由 极限 存在 知 ,Ve>0, 了 和 >0, 当 工 之 和 时 ,有 


[CCz) 一 4| < 


故 V TT EE La, 十 oo ) , 当 T,X 均 盖 和 时 ,有 
ACDEACHIE ACD 一 4 十 GO 一 4 < 十 可 = 


由 于 /f(r) 在 La,XX 十 1] 上 连续 , 必 在 [a， x+ 区 续 ， 
BYe>>0,] 0 盖 0, 当 |z 一 | 二 5, 是 er € [a,X 十 11 时 ， 
有 If Cx) 一 f(r,)| ~ &, 
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设 一 min{cu,1), 则 对 于 任意 两 个 Xl 和 zy， 当 [zi ZX:| 去 
6 时 ,有 三 种 情形 . 
(1) zz 均 ELX, 十 ceo), 则 由 第 一 个 不 等 式 类 
1 7Cz) 一 /Cr )| <. 
(2) ri EX 二 eco)z E [Le xj (或 zxzs 所 在 区 间 互 换 )， 
由 [x 一 Xz| < 9 委 1 知 
TIE fa,X+1), x,€ [a,X+1j, 
因此 [Cr 一 f(r)| < 
(3) XE [a,X],z, € [a ,和 ,由 闭 区 间 上 连续 知 
f(r) — /f(r)| ee. 
综 上 所 述 知 ,Ve>>036>0, 只 要 jz 一 | 过 5, 就 有 
Cr 一 f(r2)| 之 8, 所 以 f(z) 在 [a, 十 ceo) 上 一 致 连续 . 
例 30 困 数 /zcz) 在 区 间 了 上 上 一 致 连续 的 充 要 条 件 是 : 
Y {rts yn} ET lim(z, 一 3) 一 0 时 ,有 
limLf(z,) — f(y,)] = 0. 
证 ”必要 和 性” 用 定义 证 明 . 因为 .zxz) 一 致 连续 , 故 Ye 0， 
jj > 0, 当 ,YT 时 ,有 
[|x 一 yj < 一 |) 一) < se. 
在 已 知 lm(z, 一 %) = 一 0 时 ,对 于 9>>0,3NENV2>>N， 
必 有 jj 一 2 过 和 因而 | CCc) 一 7 二 e. 即 
lmL/f x,) — f(y,)j」 = 0. 
充分 性 ”用 反 证 法 . 设 /(zr) 在 1 上 不 一 致 连续 , 则 有 eo > 0， 
Yd>>0,j]j 7x ,rx E7 了 .由 
[7 x | < ) 一 (zcz | > eo. 


取 6 二 二 (x € N),3 zy € 了, 由 
ENA 一 AGO 
这 显然 与 jim (7。 一 3 一 0 时 、 有 lim |/ (xz,) 一 了 (yn)| 二 0 忒 盾 . 
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所 以 / (7) 在 了 7 上 必然 一 致 连续 . 

例 31 设 / 在 R 上 一 致 连续 , 则 存在 正 数 4,B, 使 VY x € RR， 
有 |1f(z)| 志 Alxr| 十 B. 

证 ”由 /在 R 上 一 致 连续 知 , 对 es 一 1, 6 之 0,YV 7x ,7x”E€ 
R, 和 在 |z 一 x | 和 0, 则 有 |AGz) 一 yc <1. 

XYrIER, 有 r=n+F ronE rr, EE (一 人 ,9)， 由 /的 连 
续 性 可 若 , 在 L 一 65,6] 上 有 界 . 即 Y x Ef 一 6,6], 有 |f(x)| 志 
M. 从 而 


[f(z)| = 


PL 十 X00) fC 1)6++ ro) lt fr) 


wr 


STK zo) — fk — DE+ To0)| 十 |f (zo) | 


ry 
< 二 |72| 十 71 一 3lr—zl+M 
达 地 zi 十 计 [zo| 十 MIz|+M+l 


令 寺 = A,M 十 1 二 B, 即 得 |fC2)| 志 Alzl 十 BB 

例 32 证 明 : 在 区间 (a,5) 内 的 有 不 个 一 致 连续 函数 的 和 与 
乘积 在 (a,) 内 仍然 一 致 连续 . 

证 ”只 证 两 个 荔 数 的 和 与 乘积 情形 ,可 将 其 结论 推广 到 有 限 
个 盟 数 的 和 与 乘积 情形 . 

(1) 这 jz) ,8Cz) 都 在 (a,b) 内 一 致 连续 .Y e 守 0,3 0 > 0， 
使 对 任何 x ,x”E€ (a,6), 当 |zx' 一 zx" 二 5, 时 ,就 有 

[f(x 一 zx | e. 

Ve 0,j 0;0, 使 对 任何 x ,x”€ (a,0), 当 |x' 一 zx"| < 过 6, 时 ， 
就 有 lg (7) 一 g (xz)|<e. 因 此 ， 车 令 S 二 min {6, ,6 }, 则 当 
| 一 7"|< 二 6 时 , 恒 有 z 

[IECe ) EAC SCT 


Sd) /SN + 1g) ~ gr yl <E 3 ER = 
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即 f(x) 十 g(x) 在 (4a,6) 内 一 致 连续 . 
(2) 设 f(x),g(x) 在 (a,6b) 内 一 致 连续 ,由 例 26 结论 (2)， 
f(x),g(7X) 在 (a,b6) 上 有 界 , 即 
if(r)| MM, le(r)|l 志 LEL>0,M> 0). 
ye>>0,j 6 > 0, 对 于 任何 x' ,rE (a56); 当 x’ 一 x < 时 ， 


就 有 f(x) 一 f(z) 去 17 lg(x) 一 gx") | oe 57，* 所 以 
Iflr) gr) Oo— f(r g(x") | 
= |[f(r) — fr err) fr Lglr') — g(x")]| 


< aM 十 27L 一 &€. 
因而 (x)g(z) 在 (ap) 内 一 致 连续 . 

例 33 证 明 ;f(x) = 二 x 在 [0, 十 co) 上 当 0<a 委 1 时 一 致 
连续 , 当 a>1 时 不 一 致 连续 . 

证 当 0< 委 1 时 ,因为 YVzE[Lo,i, 有 不 等 式 

(1 一 T) "十 XX 之 (1 一 ZX) 十 工 二 1]， 
得 1 一 x 二 (1 一 7X)", 由 此 知 ;VY Ziyzs EE L0， 十 ce) 且 zi 之 Xz, 有 
六 2 


Xl 一 Xs? = zl 一 至 <a 


1 


个 | 
了 一 2 == (Xl 一 Tz)》 


从 而 知 此 时 f(z) 二 x* 在 [0, 十 ce) 上 一 致 连续 . 


当 a 之 1 时 ,由 于 

a _. 性 oo 1 了 | 
Je 二 一 四 一 如 [+ 一: 
C11 了 
= 7 lim 1 | =— 7 him lIn(l1 十 2) — :二 过]， 


所 以 , 当 a 二 1 时 , lim [(z 十 "一 zj]= 十 %%. 
故 Y > 0, 取 充分 大 的 Zz 及 zi =z 十 7,0 二 7 过 6, 有 
Izi — zi|>>1=&. 
因而 f(x) = x 在 [0, 十 co) 上 不 一 致 连续 . 
例 34 设 f(z) 在 La, 十 ce) 上 一 致 连续 ,PCz) 在 [a, 十 co) 
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上 连续 , lim [f(x) 一 Yzr)]=0. 证 明 :wCz) 在 [4a, 十 se) 上 一 至 
了 一 十 2 
证 〈1) 由 题 设 极 限 存 在 知 :Y 这 0,3] Xa4, 当 7X7 二 六 时 ， 


f(z) 一 Vx)| 过 三. 又 由 /(z) 一 臻 连续 得 :Ve 之 0, 总 之 0， 


当 |z' 一 x 过 全 时 ,上 x) 一 f(x”)| 志 可. 因而 V x' ,x” 之 X， 
且 |x 一 x | 二 沪 , 有 : 
[IpCr) ~ gr) | Ip ) — fz) | 十 .Ar ) — fr) 
十 |f (x) 一 PC 
<< 二 十 二 十 吉 一 e 
“(2) 由 康 托 尔 (Cantor) 定理 (一 致 连续 性 ) 知 ,p(x) 在 La,X 
十 1] 上 一 致 连续 ,所 以 对 此 es>0, 6 这 >0, 当 x',x”E€ [LaX 十 
1] 且 |x 一 x”| 过 6 时 ,有 [Fx ) 一 f(x)|<e. 
(3) 于 是 , 取 9 = min{1,61,62), 则 当 xx',x”€ [a, 十 0) 且 
[x 一 xz”| 过 6 时 ,有 |9C7) 一 p97 | 之 e. 即 yp(x) 在 La, 十 oo) 上 
一 致 收敛 . 
从 例 1 至 例 32, 我 们 讨论 了 函数 的 连续 性 , 闭 区 间 上 连续 消 数 
的 性 质 和 一 致 连续 性 问题 , 在 这 里 ,我 们 领会 到 : (1) 要 善于 准确 
地 使 用 概念 ,从 定义 .性 质 出 发 进行 论证 ; (2) 要 会 构造 合适 的 畏 
助 亢 数 , 利 用 辅助 国 数 进行 论证 ;(3) 要 恰当 地 使 用 反 证 法 ,利用 
已 知 条 件 推出 矛盾 ,证 明 命题 
最 后 证 一 个 关于 连续 概念 的 应 用 题 . 
例 35 证 明 ; 若 晃 数 f(z) 在 RR 上 连续 ,V zyER, 有 
zx 一 大 | 委 Rz 一 0< ]1, 
则 f(x) 在 R 上 有 惟一 的 不 动 点 4, 即 / (a) = a. 
证 ”符合 题 设 条 件 的 / 称 为 压缩 映射 . 
任 取 Xx, 和 了 及 , 今 心 一 /0 一 1 2 ,构造 一 个 迭代 数 
列 (x,}. 因为 
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| rr 和 Tai | -一 |f Cr,.1) 四 f(r,2) | 
Er 一 -| 一 和 Cr) 一 7 Cr 5) | 


Sk Oo Ts| SE 如 | 一 ro|. 
所 以 sy uspEe N, 有 
Ee 本 Tv | < Ee 本 T+ pi1 | 十 si 十 | | 


之 KR"+P 1 十 k"tp—2 十 ene 十 k") |z, Xo 


天 
ri 


1—k 
因为 《< 1, 所 以 Ve>0,3NEN 当 2 二 人 时 , 恒 有 


pi 
ip 


kk” 
Eo x, | < re zol. 


由 柯 西 收敛 原理 ,数列 {zx,} 收敛 , 设 Tt, 一 a. 
对 zx, 一 f(z,-1) 两 边 取 极限 , 邑 得 a = /(a), 所 以 a 是 f 的 一 
个 不 动感 , 即 a 是 三 /rz) 的 一 个 根 . / 
再 证 不 动 点 的 惟一 性 , 设 男 有 不 动 点 为 6, 即 6 = (6), 则 
bo—al= | 一 Ac) kl al, 
知 & 之 1, 这 与 已 知 条 件 矛 盾 . 故 不 动 点 惟一 . 
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第 三 章 ”导数 与 微分 


第 一 节 导数 概念 与 求 导 法 则 


主要 内 容 


1 . 设 函 数 y 二 / (zx) 在 zo 的 某 个 邻 域内 有 定义 , 若 极 限 
lim 万 2) 一 7Czo) 存在, 则 称 f (zx) 在 xz。 可 导 , 其 极限 值 称 为 /Cz) 


r+ 并 四 py 


在 zo 的 导数 , 记 作 (xo), 科 


着 /(z) 在 xz, 的 有 极限 lim aa ~ foey 存在 , 则 极 


限 值 称 为 /(x) 在 ze 的 右 导 数 , 记 作 f(xo). 


若 /(x) 在 mu 的 左 极限 lim 人 下 十 A) 一 人 zo) 存在 , 则 极 


限 值 称 为 /(x) 在 ze 的 左 导数 , 记 作 /x6). 
2. 车 f(z) 在 ze 的 某 邻 域内 有 定义 , 则 
六 (ro) 存在 人 有 (ro), 户 〈ro) 存在 ， 
所 六 (Cro) = f. (ro). 
3. 车/(zx) 在 x 可 导 , 则 在 x 连续 ,反之 不 一 一 定 成 立 . 如 y 
= jzl 在 z= 0 连续 ， 但 不 可 导 . 
4. 若 函 数 /(x) 在 区 间 了 上 每 一 点 都 可 导 , 则 称 了 为 了 上 的 可 


导 函 数 . 六 (z) 称 为 /在 工 上 的 导 函 数 ,简称 导数 , 记 作 /9,y', 科 ， 
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df 
dz 
5. 基本 求 导 法 则 有 “ 
(1) (4 土 v) 二 WwW 土 v; 
(2) Cuv) 二 wv 十 uv，(cu)' 一 ca (c 为 常数 ); 


[ 


tl ,WVU 1 __v, 
(3) | 攻 四 5 oO 
oy 一 dz 
(4) 反 函 数 的 导数 ， 一 = 1/ 衬 dy 
dyd 
(5) 复合 国 数 的 导数 : 在 ?了 一 /Co)， Wt = f(T), 则 经 = 了 


疑难 解析 


1. 怎样 认识 函数 f(x) 在 点 ro 的 导数 (zo) 的 几何 意义 ? 
答 ”函数 在 点 ze 的 导数 户 (zo) 的 几何 意义 是 曲线 y = 
A(z) 在 点 (zyy) 切 线 的 斜率 .因此 ,曲线 >= ACz) 在 点 
(royy) 的 切线 方程 与 法 线 方程 分 别 为 
yO— y= f (xo) x OO— rxo), 


yy 一 如 一 一 re 一 Xo), 

要 正确 认识 切线 与 导数 的 关系 . 即 若 y= 二 f(x) 在 zo 可 导 , 则 
曲线 y 二 f(x) 在 点 (xo,y。) 存在 切线 ;但 f(x) 在 ro 不 可 导 时 , 曲 
线 y 一 f(z) 在 点 (royyo) 也 可 能 存在 切线 ,但 这 时 切线 必 垂 直 于 zx 
轴 . 反之 , 若 曲 线 y= f(z) 在 点 (zx。,yo) 不 存在 切线 , 则 f(z) 在 x。 
一 定 不 可 导 . : 

2 在 哪些 情形 下 函数 f(x) 在 x。 连续 但 不 可 导 ? 

答 ”函数 /(z) 在 x。 连续 是 /(x) 在 x 可 导 的 必要 条 件 , 但 
不 是 充分 条 件 . /(z) 在 zx。 连续 但 不 可 导 有 以 下 几 种 情形 ， 

(1) 左 、 右 导数 存在 但 不 相等 , 即 f(x0) 关 (xo). 

。132 


(2) 左 , 右 导数 至 少 有 一 个 不 存在 . 如 
xsin 1 ZX 这 0, 有 /4 (0) 不 存在 ， 
/(7x) = z 


0， Zz 委 0, 有 j- (0) 一 0 
所 以 在 Xx 二 0 不 可 导 . 
(3) 左 、 右 导数 至 少 有 一 个 为 cco. 如 y= 二 YXx 在 x 二 0 的 左 、 
右 导 数 均 为 十 2, 所 以 在 X= 二 0 不 可 学 . 
3. 怎样 理解 六 《xo) 和 广 (x。 十 0) 的 区 别 ? 


答 ” 厂 (zo) 表示 f(x) 在 点 zo 的 右 导数 , 即 


[ . 
f. (xo) = lim 
十 二 人 A 


一 
十 0 


而 f(zo 十 0) 表示 导 隔 数 了 (zx) 在 点 ze 的 右 极限 , 即 
f (Xo 十 0) 一 lim / (z)， 


也 表示 f' (x) 在 0 右 连 续 . 
它们 两 个 不 一 定 同 时 存在 . 如 


CE zz 关 1， 
)， z=1. 
因为 xz 关 1 时 ,了 (zx) 一 了 于吉 * 所 以 lim 刀 Cz) 一 读 . 而 
广 (人 一 lim, + OAD 
= lim Sm Oe A 


当 f(x) 在 [xo,xo 十 9 上 连续 ， 且 在 (zo',zo 十 6) 可 导 ， 
lim (z) 一 4 时 ,函数 /xz) 在 zo 的 右 导数 存在 , 且 


hn 


fz) = lim f' (zx) = A = f' (zo + 0). 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 导数 概念 的 命题 

关于 导数 概念 的 命题 , 主要 是 证 明 题 与 讨论 题 . 解 这 些 感 目 
时 , 必须 正确 运用 导数 .连续 以 及 极限 的 有 关 概 念 ,从 定义 出 发 进 
行 论证 与 分 析 , 也 可 以 利用 有 关 法 则 和 性 质 来 简化 过 程 ,使 证 明 更 
加 简洁 . 

例 1 证 明 : 偶 函数 的 导数 是 奇 函 数 , 奇 函 数 的 导数 是 侦 孙 
数 . 

证 ”用 定义 证 明 . 设 f(r)== (一 7), 且 f(r) 可 导 , 则 


Pr = lim 大 一 工 十 Ar) 一 人 一 工 ) 
rr 人 0 


AT 
i 上 帮 一 (Cr 一 Azr)] 一 (一 工 ) 
Ar-0 Ar 
Sr-e0 一 和 


所 以 , 偶 函 数 的 导数 是 奇 吨 数 . 
用 复合 函数 求 导 法 则 证 明 . 设 f(x)=/( 一 z+), 且 f(x) 可 导 ， 
则 对 等 式 两 边 求 导 ,得 
[7 一 z) = f(r) rx) = f(r)= f(x). 
所 以 , 偶 函 数 的 导数 为 奇 函 数 . 
类 似 可 证 奇 浮 数 的 导数 是 偶 函 数 . 
例 2 ”证明 :;: 若 Jrzr) = sinx *， sin2x ，sin37z,; 则 /”(0) 一 0. 
证 ”因为 / (x) 是 奇 国 数 , 所 以 (x) 是 侦 消 数 ,f(x) 是 奇 
溺 数 . 由 于 f(x) 曲线 关于 原点 对 称 , 则 由 f(z) 的 连 绪 性 知 ， 
(0) = 0. 
例 3 证明: 周期 函数 的 导数 仍 是 周期 函数 , 且 周 期 不 变 . 
证 设 /(Czr 十 7) = Cr), 且 /xz) 可 导 , 对 等 式 两 边 求 导 得 ， 
Pr 二 TI)= 庆 rzr). 故 户 (Cz) 仍 为 周期 函数 ,上 且 周期 不 变 
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例 4 设 g(z) 在 点 7 二 a 连续, 问 : 下 列 咀 数 在 += 二 4a 是否 日 
导 ?(1) f(r) = (Cro aplr);(2) g(x) = |r — algyg(r). 
解 ”因为 YX) 在 z+ 二 a 连续 , 则 mgla 十 Ar) 一 We 


(DD 由 limyz 土 Ar) 一 /CD 


AT 
] (aa 十 Ar 一 a)Pa 十 Ar) 一 人 Ca 一 COPGGaI) 
一 nm 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
Ar-=0 AX 
= lim ArHa 十 rT) limopa 十 Azr) = pa) 
Ar—0 AX Ar-"0 


,fCx) 在 工 一 4 可 导 , 且 广 (a) 一 pa). 


. (区 十 AX) 一 gg(. 


AX 
i la 二 Ax 一 ajv(a 十 Az) — |a — aly(a) 
Ar-rg AX 
_ jim 1Aripla 十 Ax) 
Ar--0 AX 


知 ,g (a) = 二 一 9a) ,g(a) 二 ba). 则 当 9la) 一 0 时 ,egCz) 在 z 
二 a 人 可 导 , 有 gg'(a) 二 0; 当 g(a) 0 时 ,g, (a) 关 2g_ (a),g(Xx) 在 
7 二 4 个 可 导 . 
例 $S 设 太 xz) 在 (一 cs， 十 ce) 有 和 定义 ,在 zx 一 0 连续 , 且 
VY mr E (一 co 十 co), 有 jz 十 za) 三 /Cr 十 了 (zz). 
(1) 证 明 f(x) 在 (一 ww, 十 seo) 上 连续 ; 
(2) 设 了 (0) = 二 al 常数), 证 明 f (x) = ax. 
证 (1) 由 题 给 等 式 , 令 XT 二 zs = 二 0, 得 (0) = 了/(0) 十 
7(0). 于 是 /1(0)=0. 
又 YxzoE (一 co 十 ce), 有 
mLA7 《7 十 Ar) 一 zj 一 lim LJ (xo) 十 f(Ar)— J (zr,) | 
: : = limf(A7) = f(0) = 0. 
所 以 由 的 任意 性 知 :7z) 在 (一 =, 十 ce) 上 连续 . 
(2) 又 VY rE (一 ce 十 co), 依 导数 定义 有 


jzo 士 Ar) 一 /rzo) [im f(Ax) 


f' (zo) 一 lm Ar Ar—- 人 0 FM 


所 以 由 zo 的 任意 性 知 ;f/ (Xx) 在 (一 co, 十 ceo) 上 可 导 , 且 广 (z) = 
a. 从 而 f(x) 二 az 十 56, 而 1(0) = 二 0, 故 5= 二 0, 即 f (x) = ax. 


1 z= 2 ， 
Rr) | 7， 当 工 一 很 (dg > 0) 为 既 约 分 数 
0， 当 Zz 为 无 理 数 


在 10,1」j 上 处 外 不 可 微 . 
证 ”由 第 三 章 第 四 节 例 4 知 ,R(X) 在 有 理 点 间 有 断 , 所 以 R(x) 
在 有 理 点 不 可 微 . 
设 ToE (0,1) 为 任 一 无 理 点 列 , 当 取 无 理 点 列 {x,} 一 zo, 则 有 
lim 2 一 全 (ro lim 0 -0 


— CD I 一 .0 i 四 0 


”再 取 一 有 理 点 列 {zx,) -> xo( 其 中 zo 二 0.aiaz…a… 为 无 理 
数 ,z, 二 0.a1…as 为 有 理 数 ) ,显然 ai(i 二 1,2,…) 有 无 穷 多 项 不 
为 零 . 记 第 一 个 不 为 零 的 下 标 为 M, 于 是 当 2 盖 六 时 ,有 

R(z’) = R(0.a1%a,) > 1/10", 


R(T) — R(xo)| 民 (0.ai ah) 
从 而 TL ~ To 0, O°:0 Cn 十 1 
R(T 一 尺 
得 lim 从 ez RR) .< 0 


NH— oo Ny 一 ,让 0 


所 以 ,可 以 确定 RC(z) 在 无 理 点 也 不 可 微 , 即 尺 (z) 在 (一 co, 十 co) 
上 处 处 不 可 微 . 
连续 的 右 导数 

f(z) 一 im， e+ Ar)— Hz) 
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证 明 ; 存 在 6E (a,6), 使 fi (6) = 0. 
证 车 f(z) 三 常数 , 则 结论 显然 成 立 . 
设 f (x) 关 常数 . 由 f(x) 在 [a,6bj] 上 连续 ， 必 在 [a,6bj 上 有 最 
大 值 M 和 最 小 值 mr, 则 MM 与 mr 至 少 有 一 个 在 (a,6b) 内 取得 . 设 7E€ 
(a,b),f(7) 二 M (f(y) = 二 m 可 类 似 讨论 ), 于 是 


/0 = lim 站 时 二 全 <0 ( 见 单调 性 的 判别 ). 
ry 


在 [a,7”) 内 任 取 一 点 c， 由 了 在 [c,7] 上 连续 , 故 f 在 [Lc,7] 上 也 有 一 
所 11 达到 最 小 值 ,使 


tim f= >0 (<n<n 


A 
由 . 广 (7) 委 or cp) 之 0,7,71 E (ap) 知 ,3 Ee (ap) ,使 
f, (£)=0. 
例 8 设 f 在 (0, 十 co) 上 有 定义 , 且 Y z,yE (0, 十 oo), 都 
有 f(ry) = f(z) 十 f(y). 已 知 了 (1) 存在 , 求 户 (z)， 
解 在 题 给 等 式 中 令 y= 二 1, 得 j(1) = 0. 
再 令 y 二 1 十 AX,0 过 |Az| 二 1, 得 zy 二 工 十 XAx, 故 
LE 十 TAz) fr) -大 1 十 Ar) _ f(t Ar) ~ f() 
Az Az 


XAXx 
上 式 两 边 取 Az 一 0 的 极限 ,得 z 广 (z) 王 万 (1), 即 
f(z) = - 大 


例 9 设 函 数 f(z) 在 一 0 连续 ， Blim Oe 2 存在 ,证 明 ， 
f(z+) 在 + 二 0 可 导 . 


证 因为 im 人 2 的 且 limf(z) = f(0), 所 以 


f(0)=0.: oa = 0. 
于 是 lim A 0 = f'(0), 
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即 户 (0) 存在 ,所 以 f(r) 在 x 二 0 可 导 . 
例 10 设 f(z7) 在 x = Xo 可 微 ,a ro = 112 ,日 
lima, 一 limp, 二 zoy* 证 明 ， 
lim A = 一 /f(ro). 


Noe wn aA, 
证 ”因为 z 
f(B)— fla) fCB) — fro) +t fro) — fa,) 
一 ao 有 一 ww 


_ bb.— zo ,ffB)— fx) 和 一 To fla) 一 rz 


一 bs 一 To bP, — a Qt, 一 Xo 


i 2 一 , 则 大 二 训 一 1 一 入 且 0 过 入 ,1 一 入 过 1, 则 
fCB) fla) a FB) fz) fr) 
及， 一 qi bp, Xo QA, Xo 

由 广 (xo) 一 太太 (xzo) 十 (1 一 入 ) 广 (xo) 得 : 

/08,) TY f(a,) 了 

一 Gro) 

< | f(x,) fl) |+ 2) Ke) fare) -Po 
人 | 0 

0 (Go 时) 

所 以 lim Pe 一 f' Cro). 


本 例 运 用 了 组 合 的 技巧 ， 这 在 证 另 过 程 可 以 使 间 题 阐 单 化 ， 往 
往 可 以 直接 得 出 结论 。  . 

例 11 设 /:; 1 一 RR 是 任 一 函数 ,ro E 了 ， 证 明 :/z) 在 ze 可 导 
< 存在 一 个 函数 P:7 一 ,使 | 

(DD VY zxEIT Sz) 一 ro = Pr) x — zo); 

(2) 9p 在 rx。 连续 . 
此 时 ， f(r0) = Hxo). 

证 ”必要 性 ”车 f(x) 在 x, 可 导 , 则 
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f(r ) im f(z) 和 f(xo) 
oF 二 TT 


i To 
fx) 一 f (ro,) 六 z To， 
存在 . 令 。 Hz) 一 4 一 
(ro), 人 二 on 


于 是 , 当 工 zz 时 ,f(T) 一 /Tr0) = YXo) (XT 一 0) 显然, 当 二 = 
To 时 上 式 也 成 立 , 且 f(x0) 一 多 ro)， 
充分 性 ”车 VY 工 E IT, 有 ?lx), 使 得 
fr) — f(zo) = pT) XT 一 To)， 


H 9(x) 在 连续 , 则 
lim /Df limgz) = VCzro). 


故 f(z) 在 点 re 可 导 , 且 广 Czo) 二 9X0). 
例 12 车 函数 jz) 在 zo 满足 李 卜 希 兹 (Lipshitz) 条 件 
fz) 一 /f(ro)| 夺 Mlz 一 zxol” (M 为 常数 )， 
则 f(z) 在 ro 可 导 ; 车 a = 1, 则 廊 (xo) 可 能 不 存在 . 


证 若 4 这 1， 则 由 | 攻守 二 二 


委 Aflr xo1” ,得 


li f(r) 一 f(x) 
Im | 一 | 一 10， 
+A ” 省 0 


Ti TT Xo 
若 a=1, 设 f(r)= |x|,zxo = 二 0, 知 /(7x) 在 x = 二 0 不 可 和 导 . 但 
此 时 仍 有 |/ (x) 一 了 (0)| =|zl 委 2z 一 0| 成立. : 
二 、 求 导 法 则 的 运用 
例 13 设 &8(0) = gr (0) 二 0, 而 


fu ) | 一 ， TX 尖 0， 
i 
0，, 二 0， 


求 请 (0). 
。139 。 


角 因为 lm 2 一 lim £7 人 一 8 (0) 一 0, 故 


1 人 0 
g(x)sin 一 
大 0) = lim A A 一 lim 二 


im 8 limsin - ( 零 乘 以 有 界 量 ) — 0.. 
了 
例 14 设 g(X) 在 (一 co + co) 上 连 续 ; 有 
f(x) = cosg rx), :fA7X) = sing (x), 
证 明 :对 满足 g(x) 关 n7 的 一 切 x,g(x) 可 村 , 且 85 (xX) 二 1. 
证 ” 设 g (zo) 关 nm, 则 由 g (xz) 的 连续 性 ,3j 6 二 0, 当 


一 zj 之 6 时 ,g(x) 关 nn. 于 是 有 


ji SCZ) — 8X0) lim [ g(X) 一 BCzo) _ f(z) 一 Ace | 
zr TT— Xo zz LCOSB (XT) 一 COSg (Xo0) TO— Xo 
.1 | 
一 SEC sing (rzo) 一 一 1. 


即 g(x) 在 不 等 于 nr 的 一 切 z 点 可 导 , 生 g(x) 一 一 1. 
例 15 已 知 户 (a) 存在 ,f(a) 关 0, 求 极限 
| - 
in | /°° Tn ， nn 为 正 整 数 . 
z fla) 
解 ”化 为 重要 极限 形式 


flat+l/n) ] ] ,ft nn) fy) 
7 A 


ey 2 


ja 1/n) 9 
a 
| fla+1l/n)— /la) f(a) 


NH— eo f(a). 1/n ~ f(a) 
名 In[ 人 


当 轴 数 是 宣 指 函数. 大 干 个 因 式 的 积 、 商 或 由 根 式 组 成 时 , 求 
守 运 算 和 常用 对 数 求 守法 . 其 具体 步骤 是 : 
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(1) 对 y= 二 / (x) 两 边 取 绝对 值 后 ,再 取 自 然 对 数 ; 

(2) 将 得 到 的 等 式 两 边 分 别 对 目 变 量 求 叶 ; 

(3) 从 求 导 后 等 式 中 解 出 y. 

在 对 y= 二/ (x) 取 对 数 后 ,两 边 对 自 变 量 x 求 守 时 ,把 y 看 作 复 
合 函 数 中 的 中 和 间 变 量 . 其 优点 是 ,可 以 把 积 化 为 和 , 商 化 为 差 , 帘 指 
明 数 化 为 乘积 ,从 而 使 求 导 运 算 变 简单 . 

例 16 求 下 列 范 数 的 导数 : 


: 1(. 7 
(1)y= x; (y= Nt 


r 


(3) y= Vrsinr v1 一 er 
解 (1) 取 对 数 ,得 ny == 二 nr, 所 以 
y /y= Cr nrt rl/ry = (7) ynr 十 》，2 1 
对 yi 二 x 取 对 数 , 得 lnyi 二 zlnz, 所 以 
yy/ 二 jnz 十 l=>y, = 一 (Xx ) 二 .rT*(1 十 lnxz). 
故 y= xr {lnzd+ lmrt+ 1/r) 1]. 
(2) 取 对 数 , 得 


Iny = sllnd 二 x) 十 ln(2 十 xz2) 一 In(3 十 za)] 


[3 27 -| 
所 以 y 2 er 7 二 3J 


1 /tat+2) TT 1 2x 3 
改 ”2 Xx 十 3 + | 


(3) 取 对 数 ,得 


1 了 工 | 1 a 
ny = 7 inz 十 5 lnsinx 十 下 in] cz ) ， 


| y _ 1 ,cosr 一 e” 
所 以 y 了 并 十 2sin7 下 44T 一 e) 

， /一 efl ,lor ee 
故 » 二 TSINX l C bx 十 2 CO 4(] 一 | 


” 4 。 


例 17 设 函 数 (4) 一 阶 可 导 , 求 极限 
im 过 | 7 十 一 -| 一 二 | |， 


& 天 0:ayt 与 无 天. 
解 ”将 原 式 变形 为 导数 定义 形式 即 得 . 
| /ltt 入 — f(2) ft— Ef 


了 机- 区 
a 


一 2[f (2 二 (4)] = <f (1). 
例 18 设 f(z),g(x) 可 导 , 求 下 列 也 数 的 导数 ，; 
(1) y = f(x’); (2) y = V(x) gi (x); 
(3) y= /sin2szr) 十 f (cos:z); (4) y = f(e')es™. 
解 ”本题 的 函数 都 是 复合 函数 ,因此 要 用 复合 函数 求 导 法 
则 . 图 数 又 都 是 抽象 函数 ,所 以 对 中 间 变 量 的 导数 仍 可 用 抽象 函数 
(1) yy = f(r) :27 = 27f' (7:)., 
2f CT)f (x) + 2g(7)g' (7) 
2 V(r) + gx) 
_ /Tf (x) + g(r)g' (7) 
Vfi(r) TF gr) | 
(3) y = f (sin’r) .2sinrcosrtt f' (cos:r) * 9cosT(- sinx) 
一 sin27x{[f (sin:x) 一 f/f’' (cos?r)]. 
(4) y =/ (e).e .et fc) ern, g' (x) 
= ese[er (er) 十 fle')g' (Cr). 
例 19 设 f(7z)==aisinz 十 azsin2r 十 … 十 aisinnzry 其 中 避 ， 
az 是 常数 , 且 Y ER, 有 |f(7)| 二 |sinx|. 证 明 ，; 
ja 十 2as 十 … 十 mao 委 1. 
证 ”用 导数 定义 证 明 . 显然 ,f(0) = 0, 广 (0) = (aicosz 十 
24d2zCOST 十 型 十 nascosr)| ,0 二 a 十 20 十 十 ja. 故 只 需 证 
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(2) y = 


| 六 (0) 1 委 1 由 定义 ,有 


1 0) = Him LD EAY tim Ea 


0 zx—0 
| < lsinal, | sinr| 
0! = llim | lim | Si 

故 | 疡 (0)1 科 1, 从 而 ja 十 2as 十 … 十 jd 委 1 
例 20 设 /(x) 在 ze 可 导 ， 求 
1ina f(xo 十 Az) 一 f(zo) 
Az-0 1 — cos(Ax’) 
解 。” 利用 等 价 无 穷 小 代 换 与 导数 定义 ,有 
Ph 1 jze 十 Ar) 一 /Crzo) 1 
原 式 一 4 Azi72 = Bf Cro). 


例 21 设 /Cz) 满足 f(x) 十 2/| 加 = 二, 求 P(z). 
解 利用 变量 代 换 与 解 方程 组 法 . 等 式 两 边 对 工 求 时 ,得 


i , ] 一 上 3 
/+2f [ze -一 3 0 


将 工 代 换 成 二 ,得 /| 加 十 2f(x) 二 3x. 两边 对 x 求 导 ,得 
加 1p 


.六 


z|+2f (7) = 3, 名 
@ x 2 一 ,消去 二 因 式 , 即 得 


广 (z) 一 2 十 1 
: A 


re lzl<l, 
例 22 求 函 数 .[Cz) = 二 4 | 的 导数 . 


解 ”显然 ,/ (x) 在 各 段 上 是 连续 的 ,可 用 求 导 法 则 直接 求 
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出 .但 在 分 段 畏 数 的 分 界 点 上 ,导数 必须 用 定义 求 出 .因此 ,有 
Pen 二 上 (1—z), iz|<=1, 


0， | 工 | > 
f (1) = lim f(x) 一 /1) |im l/e 一 1/e ~ 0， 
1 十 并 一 Te1 十 大 一 
Pad = lim f(z)— f(D) Li Ze 一 1/e 
1 一 | -1 一 XC—l1 
Xe ”1 ， zzel-rz 一 xz 十 zz 一 1 
一 lm e(Z 一 |) = lim e(z 一 1) 


1-z2 
= lim (+z) Ee +lim tl 
I 


由 于 工 一 1 时 ,ez 一 1 一 z2, 所 以 
凡 GD = 一 二 十 和 =0 > f(D)=0. 
而 f(z) 是 偶 函 数 , 故 广 ( 一 1) = (1) = 0. 于 是 
pe2) -1 一 z)， |zl < 1， 
0， [zl 之 1. 


例 23 设 /(z) 一 lim 一- 各 3 二 (jp 为 不 等 于 零 的 
常数 ), 问 a6 为何 值 时 ,7(z) 连续 且 可 导 . 
解 去掉 极限 符号 ,就 有 


工 并 全， 
f(z) = (1 二 at)， z 一 1， 


CQ 二 bb， 工 二 1. 
者 f- (1) = 了 fi (1) = 了 f(1), 则 f(z) 在 x == 1 处 连续 , 即 


a+6=1=(1 +a+b). 


可 知 , 当 a 十 6 二 1 时 ,f(zx) 在 xz = 1 处 连续 . 
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2 人， rr 1， 


x 7 (7) 一 a， 工 达 1]. 
车/ (01) = 二 f/f- (1), 则 f(x) 在 z= 1 可 导 , 即 
= 0 一 > 六 一 一 ] . 
所 以 , 当 a 一 2,2 一 一 时 , 太 z) 在 (一 co 十 ce) 上 连续 而 且 可 
导 . 
例 24 利用 恒等式 
Ts Tcos T= Snr 
COS 7 COS 4 2 Drein Cr/ oy 
求 出 表示 和 式 
二 Jitan 工 十 二 tan 工 十 ,十 工 tan 工 
5, 一 2 tan 7 十 ftan 4 十 十 25tan 了 
的 公式 . 
解 ”恒等式 两 边 取 对 数 , 得 
In| COS Cos 元 …cos 广 |= ln |sinzx| — ln | 2"sin 元 . 
两 边 同 时 对 z 求 导 ,得 
] 一 sin(z/2) | 1 一 sin(z/4) | | 1 一 sinCz/2") 
2 cos (Xx/2) 下 4 cos (x/4) 下 下 2* COS( 工 / 273) 
cosZ _ _cos(z/2)_ 
sinx 2"sin CT/2") 
Bh 一 了 tan 二 十 了 tan 一 十 … 十 1 tan 二 | 一 cotr 一 1 tT 
2 2 4 4 2” 2 2 
于 是 ov， 一 Cot 广 一 COft.Z， 


由 上 述 例 题 可 以 看 出 ,运用 求 导 法 则 不 仅 可 以 求 导 数 和 导 函 
数 , 还 可 以 求 极 限 , 证 明 等 式 与 不 等 式 . 并 且 还 可 以 利用 导数 求 连 
续 曲 线 的 切线 方程 .法 线 方程 各 验证 几何 命题 . 

例 25 确定 a,b,c,d 的 值 , 使 曲线 一 az 十 2z 十 cz 十 ct 
要》 一 ]1z 一 5 在 点 (1,6) 相 切 ,经 过 点 (一 1,8), 并 在 点 (0,3) 有 
水 平 的 切线 . 
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解 依 题 意 , 曲 线 在 点 (1,6) 与 (0,3) 有 切线 ,得 
(cz 十 0z 十 cz 十 1 一 (1]1z 一 5 ， 


二 】] 
(ci + br 十 cz td)| = 0， 
一 用 


又 曲线 经 过 点 (1,6),( 一 1,8),(0,3), 有 
a 二 bb 二 c+ad=6,a 一 b+ 二 -c++d=8,d= 3. 


综 上 上 所 述 ,得 方程 组 
d = 3， a 二 3， 
a 十 bc 二 d= 6,， 0 一 一 上 
解 得 
aa 一 0 十 c 十 @ 一 8， c 一 1， 
4a 十 30 十 2c 一 11， ld = 3. 


例 26 函数 jz) 二 (Tz 一 x 一 2)|zx; 一 x|, 求 在 定义 域内 的 
不 可 导 点 . 
解 f(r) = (z 一 工 一 2)1(Gz 十 1)(z 一 1)z| 
一 (一 2)Izliz 一 1ILCz 二 1)1z 十 1 . 
因为 人 (zr) = (z 十 1)lz 十 1 在 z 一 一 1 可 导 , 六 (一 1) = 2;|z| 
在 = 一 0 不 可 奸 , lz 一 1 在 工 一 1 不 可 时, 所 以 /Gz) 在 定义 域 上 
除 工 二 0,T = 二 1 两 点 外 均 可 导 . 
例 27 设 周 期 了 一 4 的 函数 1/(Cz) 在 (一 co 十 co) 内 可 导 ， 
日 
m7) 一 /1 一 工 ) 
lim 27 
求 曲 线 y = f(z) 在 点 (5,f(5)) 处 切线 的 斜率 . 
解 ”y = 二 f(z) 曲线 在 x = 二 5 处 切线 斜率 请 (5) = 请 (1). 
由 jim) /~ 7) 


== -一 ]， 


一 站 2 : 
~ 2 | 7 37 (1) = 1]， 
得 Pd) = (5) 一 一 2 


注意 ” 这 里 用 了 例 3 的 结论 . 周期 函数 的 导数 仍 为 周期 承 


数 , 且 周期 不 变 . 
例 28 验证 函数 /Cr) 一 arctan 区 


azr>>1I 和 ar<1l 内 有 相同 的 导 国 数 , 并 求 /(Cz) 与 5Cz) 的 关系 陈 . 
解 在 ozr>>1l1 和 az 过 1 内 ,有 


与 g(r) 二 arctanXx 在 


， 加 Z 十 CC 1 一 az 十 CC 十 |】 
fn =1/+| | (1 一 qzy3 1 二 ri’ 
'/ yo _l : 
(7) TT 
所 以 I(r)= gr) > f(r) — gr) 一 cc. 


当 azx 之 1 了 时,; 设 /1(7) 一 g(7) 一 cl; 
当 az 二 1 时 , 设 /zr) 一 g(r) = er. 
设 ae 盖 0 人 (ae 二 0 类 似 讨论 ) ,在 crz<1 时 , 令 一 一 co 得 


] i 
一 arctan 3 十 去 一 CI 一 cl 一 arctana， 


2 
在 arx 之 1 时 , 令 工 一 十 co, 得 


] n 
— Arctan 一 一 一 一 二 Co—> Cy 一 Qrctanc — XX. 
a 2 
因此 ,fj (x) 与 g(x) 有 关系 式 
x 十 a arctana, dtr 1， 
arctan 一 arctanx 二 +t 
] 一 QT arctanad 一 开 adr > 1. 


例 29 设 /z) 是 周期 7 了 = 5 的 连续 函数 , 它 在 zx = 0 的 某 邻 

域内 满足 关系 式 | 
三 1 十 sinzr) — 3f(1 一 sinz) = 8x 十 a(r), 

其 中 a(x) 当 x 一 0 时 是 工 的 高 阶 无 穷 小 , 且 /(x) 在 x = 1 可 导 . 
求 曲线 y = f(x) 在 点 (6,f(6)) 处 的 切线 方程 . 

解 。” 对 关系 式 两 边 取 x 一 0 时 的 极限 ,得 

f/f(1)—3/(1)=0 > f/f/()=0. 

jim /+ sin7) = 3/0 一 sinz) 
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一 im 员工 QZ) | 


-0! SINX + Snr 
.f(T sinx)~— 40) 一 sinz) — f(1) 
lim no + 3lim mr sno) 


= (D+3/0)=8 /0Q)=2. 
因为 周期 函数 的 导数 仍 为 周期 国 数 , 且 7 不 变 , 所 以 
广 (6) 一 广 1) 一 2. 
由 /(6) = f(1) = 0, 户 (6) = 2, 得 切线 方程 
yy 一 2 一 6) 有 即 2z 一 y 了 一 12 一 0. 
例 30 ” 求 下 列 函 数 的 导数 : 
(1) f(x) = [xisinrxzr; (2) f(x)=x 


(3) f(x) = wsinz2. 

解 (1) 当 z 不 为 整数 时 ,f/f (z) = f(x) = r[z]cosrz. 
当 xz 为 整数 时 ,由 导数 定义 有 

PC = lim [& 十 Arjsinr(R 十 Ar) 一 0 


,/ (0) = 0， 


所 
COS 一 
y 


Ar=0t AX 
ji ksin (nAxz) + coskn nC 1 
A ot AXx 
类 似 可 得 f_ (R) = rk 1)(— 1). 
» 2 、 
(2) 当 垃 尖 歼 十 了 二 (& 为 整数 ) 时 ,有 
fx) = f(r) 一 |cos 工 ,|cos(Cr/z)| ,oo 工 
7 zr COS (xX/X) 


< sea 


< __ 2 二 +] 2 1 2k 十 1 
Eri A si 
f. (0) = lim 二 [Ar COS 志 |= lim |cos 一 | ， 

Ar-e0 一 Arz AZ Ar 人 Ax 


所 以 , 广 (0) 不 存在 .类 似 地 , 户 〈0) 也 不 存在 . 
《3 ) 当 二 V2Ar,& 一 0 时 ,有 
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Vsin(Ar): _ 1 


厂 十 (0) = dim, 和 7 
一 VsinGCaezr) _ 
/_ (0) = dm A 1. 


当 工 一 V2kn, 上 二 1,2,… 时 ,有 


NM sinC vy 2kx 十 Arzr)- 


三 ( Vv2Ar) = lim 


Ar-*0T AZ 

et lsin[2Ax V2kx 十 (Ar)’] /2 V2kn 

= lm | 一 /一 十 1 
ArorA 2Axr V2kT + (Ar)’ ez 


二 十 ce. 
类 似 可 得 ” 广 《V2k7) = 一 co, 有 一 1,2,…( 也 可 由 奇偶 性 得 )， 
fy (VR IR =++ 00, ff (VR In) 一 一 co. 
当 V2kr< |zl|< VOCE 十 1)7x, 上 二 0,1,2,… 时 ,函数 有 意 
义 ,由 求 导 法 则 ,得 


f_ (r= f(x) = 


TEOSX’ 
VSin7z 
lsy 二 f(x?: 十 sin2z) 十 


| 


例 31 设 Jz) 可 异 , 户 (0) 
(arctanzr), 求 y' (0). 
解 y= f(x 二 sin?:x) ， (2z 十 sin2z) 


| ] 
十 I (arctanzx) rr 


由 (0)= 二 1, 得 y (0)== 了 (0).0 十 (0):1=1. 

例 32 求 下 列 函 数 的 导数 ， 

(1) y= lnarcsin(27); (2) y= e’(r’ 十 27 一 1)arcsinz， 

解 (1) 用 复合 涌 数 求 导 法则 ,得 

1 
arcsin(27) /i— (ry VI 47x: .arcsin(or) 

(2) 用 积 的 求 导 法 则 ,也 可 用 取 对 数 求 导 法 取 


yy 
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lny 一 十 jn(z 十 3x 一 1) 十 lnarcsinz. 


Ly ~ ] 十 ; 27 十 3 1 ] ， 
»》 7 十 3X 一 1 arcsinr7 /17 


y = [eC 3r—1)+e (r+ 3)]jarcsinr et 3 . - 
: 1— xr 
2 十 3z 一 1 


一 ez 十 5 十 2)arcsinz 十 er 3 


1 一 立 
例 33 讨论 函数 /(x) = arcsin V1 一 x 的 导数 . 
解 由 复合 函数 求 导 法 则 ,有 


f= 
Vl— (lz) vl—r [| 1]— x’ 


| 一 < 蔗 < 0， 
一 1/ V1 一 2， 0<zr<l1. 


而 | 本 f(x) 一 0) jm arcsin V1 一 并 一 /2 


+— 0 I 一 O 工 一 个 二 


显然 , 当 工 一 0 时 ,一 0-. 这 里 
yy 一 arcsin wv1] 一 一 yE | 一 至 ,0 | 


2 
则 有 siny, — 1] 二 工 过 0 
-siny, 0<z<1. 
: lim 一 = 1， + = 0， 
所 以 lin LD /0 Sn 
0 oO— 人 0 
im 一 一 一 
lim siny 1， ™ > 0. 


从 而 知 上 述 极限 不 存在 ,所 以 f(x) 在 x = 0 不 可 导 . | 

例 34 证 明 : 车 函数 /1(r),f,(z),…,f,(x) 在 点 工 均 可 导 ， 
且 /i(0) 关 0G=1,2,…,n). 设 g(r) 一 fxr) f(r) fz), 
遇 数 g(xz) 也 在 点 了 可 导 , 且 


六 (rzr) f(x) Ac | 


5 (7r) = | | 
LPG 十 二 


“1 050。 


证 ”由 乘积 的 导数 公式 ,得 
gz) = 人 六 (zz x) f(z) 
i=1 


f1 Cr) fa Cr) f(x) 


站 Cr) f(x) + | 
FO fp TT fz) 


< COIACSEIACORIAED, 
= > TD) 
一 ] 


一 | 


第 二 节 ” 隐 范 数 污 参数 方程 确定 图 数 的 导数 


主要 内 容 


1. 方程 F(x,y) 二 0 决定 一 个 y 关 于 工 的 洱 数 y= 二 y(z), 称 
为 隐 函 数 . 隐 冰 数 常用 两 种 方法 求 导 . 

(1) 对 方程 用 (Cry) 一 0 两 边 基 于 Z 求 导 , 因 是 二 的 图 数 , 用 
复合 贸 数 求 导 法 则 进行 .然后 从 等 式 中 解 出 y'. 

(2) 对 方程 (x,y) = 0 两边 求 微分 ,利用 一 阶 微分 形式 不 变 


性 ,把 y 视 作 目 变 量 , 得 含 dr 和 dy 的 等 式 ， 再 解 出 空 . 


2. 设 y 二 y(7) 的 函数 关系 由 参数 形式 
i lot 
y = y(t), 
确定 . p02) 和 YO) 在 (Lo,t1) 上 可 微 ,gp(1) 在 (to,t1,) 上 严格 单调 , 且 


# (1) 取 0, 则 由 反 函 数 求 导 法 则 和 复合 函数 求 导 法 则 ,有 


(1) 
dO) 
ad: dy _y ‘(Dd (1)— (DFOD 
dr [dF 


疑难 解析 


i. 怎样 求 极 坐标 方程 -=/(0) 给 出 曲线 CC 在 曲线 上 操 
M(90,/(90)) 处 切线 的 斜率 和 过 M 点 的 切线 与 同 径 oM 的 夹 角 ? 
答 求 极 坐标 方程 >= 王 (0) 给 出 的 曲线 C 在 曲线 上 点 
M(0,f1(90)) 处 切线 的 料 革 ,就 是 求 - = / (90) 转化 的 显 式 方程 y = 
f(z) 在 对 应 点 (z,，y) 的 导数 . 
由 > 二 f(0) 得 到 以 0 为 参数 的 方程 
T= rcost 一 f (0)cos0, 
y = rsin0 = f (0)cosd, 


_dy _ dy/d9 _ f° (0)sin0 + f (0)cosO 

于 是 tane 二 二 0 Fc0s0 — FO sind 
_ ff (0)tang + f(0) 
f'(0) — f (0)tanf 


从 图 3.1 可 以 看 出 ,过 点 M 的 切线 与 oM 的 夹 角 p 满 足 


0 0 RR 0,. 


图 3. 1 


tanp = tan(& 一 0) = _tana — tang _ / (0) 


1 十 tana * tanl fF 00): 
BB 9 一 arctan ea 
2， 若 曲线 C 的 参数 方程 + = 9(),y = 二 JQ) 在 io 都 可 导 , 但 
9 (10) 三 六 (1o) 二 0, 问 :有 曲线 在 点 (p(t1o),y (to)) 有 什么 几何 性 质 ? 
若 只 有 一 个 导数 等 于 零 呢 ? 
区 。 当 Gt) =y(t) = 0 时 ,有 [YG) + [Ey G6) = 0, 
* 1]52。 


这 上 时 点 (Croyy) 一 一 (p(t,) ,W(t0) ) 是 曲线 C 的 


如 , 星 形 线 ( 见 图 3. 2) 的 参数 方程 为 


二 UCOS “ 
| 0 过 1 芝 2T,a 一 0. 


y = asin’t, 


有 X(t) 一 一 3acos’tsint, 
y(t1) = 3asin’tcost. 
显然 , 当 思 一 0,r/2,r,3/2x 时 ,x'(t,) 一 3. 2 
yY (to) 一 0. 所 以 ,点 (a,0),(0,a),( 一 a,0),(0, 一 a) 都 是 星 形 线 
的 奇 寞 点 . 从 星 形 线 的 图 形 知 ,这 四 个 点 又 是 星 形 线 的 尖 点 .一般 
地 , 尖 点 是 奇异 点 ,但 奇异 点 不 全 是 尖 点 . 
当 G (1o) 关 0, 而 几 (16) = 二 0 时 ,由 于 在 to 的 邻 域内 存在 反 函 数 


a 
1 一 (7), 故 tane 一 脐 一 包 0 二 一 0, 即 曲线 C 在 点 (Pto)， 


y(to)) 有 水 平 (平行 于 工 轴 ) 的 切线 . 


当 G 46) = 0;, 而 WW (46) = 二 0 时 ， lana ~ $2 oo, 即 曲线 C 在 


点 (9(to),(to)) 有 竖 直 (平行 于 y 轴 ) 的 切线 . 
以 上 两 种 情形 都 有 LU C6) 于 十 [yw (6)*] 关 0， 及 以 曲 绪 C 在 扣 
(Plto) ,w(to)) 存在 切线 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 耻 项 数 的 导数 
在 主要 内 容 1 中 ,我 们 已 经 指出 了 隐 冰 数 求 导 的 两 种 方法 . 当 
隐 哨 数 为 手指 函数 时 ,我 们 还 可 用 取 对 数 求 导 法 来 进行 


例 1 求 下 列 了 函数 的 导数 倍 ， 
(1) arctan 过 一 ln V y; (2) ee” 十 7X*y 一 1 二 0， 


153。 


3 


(3) XT” = 六 (4) cos(xry) = xy'. 
解 (1) 用 复合 国 数 求 导 法 则 ,有 


1 yy 
1] 二 Cy/r) 


(2 工 十 2yy )， 


2 


] 
2 7x2 十 光 
, ;dy 工 十 》 
解 得 > dr xr—y 
(2) 对 等 式 两 边 求 微 分 ,因为 
de = ed(xry) = e? (rdy 十 ydz)， 
d(xr’y) = 2xydz 二 Xidy, 


所 以 (e 十 zx)xdy 十 (e?” 十 27)ydx = 二 0， 
即 dy __ le? + 27)y 
dz (ez 十 rx 


(3) 用 取 对 数 求 导 法 ,有 


ylnzx = Zny， 


ylnz 十 一 一 ]jny 十 Ty ， 


mp [ tie 二 


dr | rr— ylnr x:— rylnr 
(4) 对 等 式 两 边 求 微分 ,有 
dcos (zy) = d(x y’) 
—> — sinCry)d(ry) = yd(7’) + rd (y’) 
-> CO— sin(xry)(ydr + xdy) = 3x’y'dzr + 3x° ydy, 


, dy 了 一 ny yO— Tylny 
解 得 二 和 5 一 ZnDy 


得 dy -一 YT) 十 37 
dz TSin(Zy) 十 3Z 3 
_ 六， din Czy) 十 3 _ 一 之 


并 sin (ry)3r’Yy’ 
例 2 设 y 二 f(r 十 3 ,其 中 /二 阶 可 导 ， 目 其 一 只 导数 不 和 


于 1， 求生 汪 
解 等 式 两 边 对 并 求 导 ,得 


y 一 / (Z 十 | 十 y')=>y 一 《7 十 y) 


1 一 三 人 z 十 3 
* lo4* 


上 式 两 边 再 次 对 xz 求 于 ,得 
y= 二 Ty 六 十 ry 
1 ry) 十 yy ) 


”> 1 一 广 (Cr 十 人 
将 六 代入 上 式 , 有 
) 一 9 (x 二) 
2 f+ yp 


dy 
例 3 设 函 数 y 二 y(z) 由 方程 x” 十 yrlnz 一 4 确定 , 求 袜 . 
解 “将 方程 改写 为 ez 十 ylnz 二 4, 进行 变量 代 换 , 令 一 
ynzy 则 有 e 十 zx 一 4. 
对 工 求 导 ， 得 (ee 十 1 经 一 0 和 全 一 0， 妈 


/ yr / dy » 
| 二 二 A 一 , 
2y * y lnz 十 x 0 全 > dr 9rlnx 


此 例 说 明 ,在 解 题 过 程 中 加 强 观 察 ,可 能 会 找到 简便 的 解法 ， 
例 4 设 >= 二 y(7) 是 由 方程 组 
r= 二 3 十 21 十 3， 
人 一 yy 十 1 一 0 


dy 

所 确定 的 隐 函 数 , 求 了 3. 

解 两 个 方程 分 别 对 ? 求 导 ,得 

x 二 6t 十 2， 

dy ecost 
y = et ecost dr 2(2—y) (+1) 
' 1 一 esinl 2 一 人 

故 
dy 元 | 至 | a ercoOst | dr 
dr? diL2(2 一 y)(3t— 1)J/! dt 


0 十 1)[ (3 — y)y.cost 一 (2 —y)sint| — 3(2 一 y)eycost 
和 4(3f 一 1 入 (2 一 人 


、 . ， 
例 S 设 arcstinz。lny 一 ee- 十 tany 一 0, 求 卫 


Iny arcsinz ) pear 十 LL y= 0, 
] 一 7 YY COS VY 
iny arcsinz 1 
4 /一 2 fC 一 一人 人 了 了 . 
必得 
由 于 X= 二 0 时 ,y= 也 , 故 
dy| 1 x 
dz 0 二 1 jn 4 . 
二 、 参 数 方程 确定 函数 的 导数 


例 6 设 皖 线 的 参数 方程 为 
x= al(lt — sint), 
| = a(l 一 cost)， 


(1) 求 摆 线 上 任 一 点 已 处 切线 与 法 线 的 斜率 ; 
(2) 求 方程 确定 的 函数 y = y(z) 的 二 阶 导数 9 过 


dy _ y asint sint 
解 (1) fm dr a(l—cost) 1— cost’ 
加 一 cost 
A 一 1 /kw | sint 
dy d/ldyl_d_sint /dz 
(2) dr: 云 | 挛 dl 一 oc] di 
_ all —costi)acost ~—asintasint 1 
ai(l —cos)’ a(l 一 cosz)2 
例 7 设 函 数 /9 三 次 可 微 , 且 广 () 关 0, 有 
-一 f (+)， 
y=tf 0) £0), 
dy 
解 dy _ d[tf' (0) — /0)] _tf"0) _ 
dr dr (1) /"() 
dy_didyl_d / 衬 ll 
dzz 二 | 下 | 和 


dy ad 二 | 中 y | pt ]/ 宇 汪汪 /" (1) 
dr dr 9 二 | di 六 (6) [fC 
例 8 求 曲线 了 一 红土 一 全 二 -在 /一 0,1,co 各 点 处 
的 切线 方程 与 法 线 方程 ， 
解 :2 二 2 一 4 一 ft /22 一 +f 
TX， 三 i 二 155 ”2 (1 十 163) 
dy 2 一 2 一 4 十 志 k _dy k .dr 
dr 2 二 2 一 4 一 ti ” dr” 车 dy 


《17) = 0, (X,Y 一 (0,0),kRy 一 ] ,大 法 一 一 上. 
切线 方程 y 二 x ,法 线 方程 了 一 一 工 

(2) 1 一 1,(x,y) 一 | 立 ， 到 | 一 3 一 工 
切线 方程 3z 一 y 二 4, 法 线 方程 + 十 3y = 3. 
(3) 7 一 co , (X,Y) = 一 (0,0) ,ky 一 一 1 ,& 法 一 ]. 
切线 方程 y 一 一 工法 线 方 程 y 二. 


T=acost,: b=asint, 0KtR 2n 


a 3 、 _ , , 
上 除 吉 二 0, 万,, 放 "外 ,切线 被 两 坐标 轴 所 截 线段 长 为 一 定数 
证 因为 Ti 一 一 3acos-tstnf ， 一 3asin’tcost, 
dy 3asin tcost 一 any 
dr 3acosztsint 


过 点 (z(to) ;y(to)) 的 切线 方程 为 


y 一 asin’to 一 一 tanto(Cx 一 acosto )， 
所 以 ,切线 写 x+ 轴 的 交点 是 MM(acost。,0), 与 y 轴 的 交点 是 
N(0,asinto) ,于 是 切线 长 为 


IMN | = ~V (acosto): + (asinto)’. 
例 10 设 r 一 vV1 二 ty 一 YI] :确定 函数 y 二 y(x)， 证 


dy yw _ 一 LUCYVID vt x 


dr Tr /GQ /IF /It yy 
dy d {dy = | - 工 | _ YY 一 yy rT(— X/y) 
dz = 去 | 亚 加 "| yr y’ 
+ 十 工 《v1 1) 十 《v1 上 ) = 一 乞 ， 
> > y 


例 11 证明; 心脏 线 xr = a(]l 一 cos0) (CC 全 0) 的 同 径 与 切线 
间 的 夹 角 等 于 向 径 极 角 的 二 分 之 一 . 
证 ”由 疑难 解析 1 知 ,f (0) 一 af 一 cos0), 户 (0) == asin0, 故 


[an 40) a(l— cos0) | 2sin’* (9/2) 
7 一 三 (CD asing 2sin(0/2)cosC0/2) 


一 tan(0/2). 
例 12 求 对 数 螺 线 p 二 e? 在 点 (p,9) 一 B83 
直角 坐标 方程 . 
解 将 极 坐标 方程 p = c? 转换 成 直角 坐标 系 下 的 参数 方程 ; 
Z 一 efcospy 一 efsing. 所 以 ,切线 斜率 为 


dy _ sing 十 cosp 、 dy 
dr cosp— sing ™ dz | o/s 


处 的 切线 的 


一 一 1. 


Nn , 
当 9 一 广 时 ,zz 二 07 二 e . 故 切 线 方程 为 
一 ec 一 一 工 ; 有 大 十 了 一 ev/ 


例 13 设 p=p2Cz) 是 抛物 线 y= vvz 上 任意 
M(xzsy) (zx 之 1) 处 的 曲率 半径 ,s 二 s(x) 是 抛物 线 上 介 于 点 


A(1,1) 与 M 之 间 的 约 长 ,i Se -|[ 刍 ] 的 值 ( 直 和 角 坐 标 系 


|y"| 
5 公式 为 上 一 一 一 一 . 
国生 全 (十 了 2 
] l 
因为 y 一 一 一 ,y” 一 一 一 上 ,所 以 抛物 线 在 点 
解 为 ) 7 二 7 /3' 让 抛物 线 在 


M(x,y) 处 的 曲率 半生 为 


1 _ UU 二 +y 2) 3/2 


1 
一 一 (4x 十 1). 
|y" | 2 


抛物 线 上 4B 的 弧 长 
s = s(X) 一 | 1 十 yzdz 一 | V1l+1/(4r)dr. 
1 1 


显然 ,Pp 和 s 都 是 参 变量 工 的 函数 . 由 参数 方程 确定 图 数 的 导数 公 
式 ,得 
dp _ dp/dzr _ 1/2 * 3/2(4dx 十 1)12 。 4 — 6 Vr 


ds ds/drz | V1 二 1T7C4z) 
dp_d /全 = 一- -一 二 
dr” dr\idslidzx ovVxz VIi+17(47x) v4rt 二 1 
因此 ,有 
dp [de ,1 6 x 
3p 9 一 | 尘 | 一 3 二 (dz 十 1 3 一 9 


例 14 已 知 曲线 的 极 坐标 方程 是 ”= 1 一 cos0, 求 该 曲线 上 


对 应 于 0 = 二 的 切线 与 法 线 的 直角 坐标 方程 . 
解 ”曲线 的 参数 方程 为 :x = (1 一 cosb)cosby = 二 (1 一 


cos0)sin0 ,Bh x = cos0 — cos’0,Yy 一 sin0 一 Sin0cosO. 


切 点 坐标 为 31 V3) 


4 2 4 
dy _ dy/do _ COs0 一 cos20 十 sin’d 
dzrle-ws dzx/dOlowe 一 sin0 十 2cosbsing js 
所 以 ,切线 方程 和 法 线 方程 为 
1 vi, 3V3 5 
y 7 十 一 =7 t+， ry 一 十字 =0， 
一 > 
,1 | V3 3 | | 3 1 
>» 2 十 下 rT- 丁丁 ， | 并 十》 1 十 天 二 0 


例 15 参数 方程 x = e'sint,y 二 e'cott 确定 国 数 一 y(x)， 


证 明 ;y’(z 十 yy) 二 2(ry 一 y). 
证 ”由 参数 方程 的 求 导 法 ,有 


dy _ y __e(cost— sint)  ， 2sint 
rT rx ee'(sint -+ cost) | cost 十 sint 
实 = 主 | 全 j= 和 [1 一 2sint |/ 宇 = 一 2 
dr: dz > | di cost 十 gr] dt  e'(cost 十 sint)’ 
故人 (z 十 一 -一 和 。e2 (sinl 十 cost): 
e'(cost 十 Sint)” 
一 2e 
cosl 十 sint’ 
1 加 2sint | | 
2(x) y) 一 ?| = ] CO e'cost 
~ oer| siny cost 一 Sint . 一 2c- 
cost + sint | cost 十 Sinzt 
于 是 y(r yy) = 2(C(ry — y). : 
例 16 参数 方程 + = 二 21 十 |t|,y 二 52 十 4t|t| 确定 函数 y= 
dy 
y (x) ; 求 二 0 z 


解 ”因为 |t| 在 :二 0 不 可 导 , 故 不 能 直接 使 用 参数 方程 确定 
函数 的 求 导 法 则 , 需 先 求 出 函数 y = y(z) 的 表达 式 


3t， 1 之 0， 9t ， t 之 0， 
由 .二 -一 1 二 
it, 上 <<0， 上 上， tt<0 
知 ,x 与 上 同 正 负 , 故 
二 ， Z -之 0， 请 Z 之 0， 
ff 二 3 一 多 = 
过 Z < 0， tr, ZT<0 
2 
所 以 dy m0 | 0. 
x zw 并 一 re0 企 


“160。 


第 三 方 。 微分 与 局 阶 村 数 


主要 内 容 


I. 若 肾 数 y》== jz) 在 xzo 的 增 量 Ay 可 以 表示 为 Az 的 线性 图 
数 AAz 与 较 Ar 较 高 阶 的 无 穷 小 量 之 和 :Ay = 4Az 十 oCA7), 则 
称 函 数 了 在 点 ze 可 微 ,AAz 为 图 数 了 在 点 ze 的 微分 , 记 作 


dy 一 4Az 或 d(C(f (x)) z 一 4Az， 


4 是 与 Az 无 关 的 常数 . 
2， 图 数 / 在 7o 可 做 函数 了 在 w 可 导 . 此 时 A = 了 (zo). 
3. 在 了 在 区 间 Z 二 上 每 点 都 可 微 , 则 称 了 为 了 上 的 可 微 函 数 ./ 
在 了 上 的 微分 记 作 dy = Cr)Az, 它 不 仅 依赖 于 Ar, 也 依赖 于 
4， 有 如 下 微分 运算 法 则 ; 
(1) dLz(Gz) 士 vCz)] = du(7x) + dv(z); 
(2) d[x(z)o(z)] = vr)du(r) + ulr)dv(z); 


VC Wr)dv(7) ~ vr du(r) 
| 加 uw (x) : 


《4) df eg) Cr) = ff Gg rdr = f (g(r))g' (rx)du. 
当 式 (4) 中 以 du = g' (x)dr 代 入 时 ,也 可 写作 dy = f' (du， 

与 dy 三 了 (x)dr 形式 上 完全 一 样 . 即 不 论 x 是 自 变 量 还 是 是 中 
间 变 量 , 它 都 有 相同 的 微分 形式 . 此 性 质 称 为 一 阶 微分 的 形式 不 变 
性 . 

$5. 行 图 数 y= /rzr) 的 一 1 阶 导 数 /f"“-? 了 (Gx) 在 点 x 可 导 ， 
则 称 其 导数 为 了 在 z 的 站 阶 导数 , 记 作 广 " (zy 一 2， 3， 
除 导 效 称 为 高 阶 导 数 . 


(3) d 


* 1101。 


6. y》 二 uv 的 7 阶 导 数 公 式 称 莱 布 尼 了 次 公式 . 
(wv 二 wv 十 Cu” Dv 二 Cu” 2v” 二， 
二 Cau Ow, 
7. 阁 y 二 fig(7z)], 则 yw 三 广 LgGCz) :g(r), 
w= fer [Le CO Ff [gr)]: g(r). 
8. 奢 3》 二 / (7X) 为 严格 单调 的 连续 斑 数 ,其 反 国 数 z = ql(y) 
有 高 阶 导数 , 且 goCy) 关 0, 则 
yD = gy YD = EF 
yr) = 3 2 "FO 
9. 者 岁数 了 二 /rz) 的 4 一 1 阶 微分 dT!f(x) 在 点 工 可 微 ， 
则 称 其 微分 为 了 在 x 的 4 阶 微分 , 记 作 df (zx),d"y,n = 1,2,…. 一 
般 有 dy 二 ydx”. 


疑难 解析 


1 函数 / (7x) 在 一 点 zo 的 导数 与 微分 有 什么 区 别 ? 

侣 从 理论 上 讲 ,导数 与 微分 是 等 价 的 ,它们 互 为 充 要 条 件 . 
但 从 实际 意义 与 几何 土 看 ,它们 有 着 很 大 的 区 别 , 表 现 为 : 

(1) /'(xo) 是 一 个 数值 ,是 函数 增 量 Ay 与 自 变 量 增 量 
Az 之 比 佐 = 当 Ar 一 0 时 的 极限 , 它 反映 函数 .六 xz) 在 点 zo 的 变化 
座 . 而 微分 dy = 二 f(xo)(zx 一 zo) 是 自 变 量 增 量 Arx = 一 (x 一 z) 的 
线性 函数 ,是 一 个 无 穷 小 量 , 它 反映 函数 f(x) 在 点 x 增 量 的 线性 
主 部 .两 者 的 实际 意义 相去 甚 远 . 

(2) 在 几何 意义 上 ,导数 广 (zs) 是 曲线 yy 二 f(x) 在 点 Cr) 
的 切线 斜率 ,而 微分 dy = 了 (zo)(r 一 ro) 是 曲线 y= f(x) 在 点 
(zo，y0) 的 切线 在 区 间 (7r,,x。 十 Az) 上 的 纵 坐 标的 增 量 ( 见 图 3. 3). 

(3) 在 使 用 上 ， 了 数 主要 用 于 角 数 性 质 的 理论 研究 与 应 应 用 问 
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题 变化 率 的 讨论 ,而 微分 主要 用 于 微分 运算 
与 近似 计算 ,误差 估计 . 

2. 为 什么 二 阶 微 分 不 再 具有 形式 不 变 
性 ? 

谷 对 于 复合 晴 数 y 二 /(w),u = 
g《X), 具 有 一 阶 微分 的 形式 不 变性 , 即 

dy = f/" (u)du. 3.3 

但 是 ,二 阶 微分 时 ,dzy 关 /Gdu?. 这 是 因为 , 当 对 dy 一 

f (x)du 两 边 求 微分 时 ,有 
diy= dif G0) .dy ff Gdda) = fde 十 fF Gu) diu. 

因为 u 是 中 则 变量 而 不 是 自 变 量 , 一 般 地 ,diw 关 0, 所 以 多 了 一 项 ， 
不 册 有 微分 形式 不 变性 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


对 于 微分 运算 ,常用 两 种 方法 :一 是 用 一 阶 微分 的 形式 不 变性 
直 接 求 出 ,二 是 先 求 出 导数 ,再 配 以 自 变 量 微 分 得 到 函数 的 微分 . 
求 高 阶 微分 时 ,要 注意 微分 形式 不 变性 已 不 再 成 立 . 求 高 阶 导数 
时 ,一 般 采 用 逐 阶 求 导 法 . 对 复合 函数 求 导 . 一 定 要 注意 链 式 法 则 
的 运用 . 求 高 阶 导 数 最 关键 的 是 从 前 几 阶 导数 中 总 结 和 发 现 规律 ， 
写 出 高 阶 导 数 公式 . 


一 、 徽 分 问题 

例 1 求 下 列 微分 : 

(1]) y= e “cosbr; (2) y = Xlnxr’ + cosr’; 
(3) cos (XY) = ry; (4)» 二 In| tan 工 十 到 | | 


解 (1) 由 一 阶 微分 形式 不 变性 ,有 
dy = d(e “cosbr) = cosbrd(e **) + ed (cosbr) 
= [cosbre™(— 4) ew(— sinpr) .bldr 
* 163。 


—— e “[acosbr 十 bsinpz jdz， 
(2) 因为 y 一 2znz 十 27r 一 Sinr。，2z 所 以 
dy 一 2z[lnzz 十 1 一 sinz2 jdz. 
(3) 所 给 方程 是 一 个 隐 函 数 ,两 边 求 微 分 ,得 
d cos (Xvy) = d(x*y’), 
一 Sin(Czy)dCzy) = ydx’ + zx’dy’, 
— sin(zy)(zrdy 二 ydz) = 2ry’dz 十 2z ydy， 


经 整理 , 解 出 
dy _ ysin(xy) 十 2ry 了 
dx xsin(xy) 十 2z29 x 
故 dy 一 一 二 dz、 
(4) 由 一 阶 微分 形式 不 变性 ,有 
T,X 1 . 下 | 立 
duy=din|tan| 王 十 到 | | | d tan + 至 | 
4 2 
-ij[aa| 王 十 到 | .cos:| 王 十 到 | 世 | 王 十 三 
2 4 2 4 ”2 


十 
十 辣 |dz -1 dz 一 SecZd， 


sin (nx/2 十 工 ) ~ cosz 


1 /sin| 2 


例 2 讨论 由 参数 方程 


人 |t|， 
y= 二 32 十 zt]i| 
确定 的 图 数 y = /(x) 的 微分 dy. 
解 因为 
人 1 夺 0， j 20， t 0， 
yr 一 二 
3t, +t>0, [41*，t>>0， 


显然 ,7 与 1 同 正 负 ,有 


代入 yy 的 表达 式 , 得 
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| 2 ， 过 0， 
4z2/9， 工 二 0. 


由 于 y= 二 f(z) 在 (一 co, 十 ce) 上 连续 ,所 以 
4zxdz， XT 0， 


dy = | 
8r/9* dr, Xr>0. 
例 3 设 y= sin[zicr) 十 到 (z)j,xzGz)vCz) 可 微 , 求 dy. 
解 ”y 是 抽象 函数 ,用 一 阶 微 分 的 形式 不 变性 来 求 . 
dy = cos[u:(z) + viCzr) jdl zz) + vi Cr) | 
一 cos[tw Cz) + vx) [2uCr)duCzr) + 2v Cr)dv (zx) | 
一 2cos{ wir) 二 vr) |] [ulr)u' Cr) 十 Cr)o Cr) ldz. 


例 4 设 函 数 y 一 y(z) 由 方程 2” 一 工 十 y 确 定 , 求 dy| 
解 ”y(r) 是 一 个 隐 函 数 ,要 对 方程 两 边 求 微分 ,利用 一 阶 微 


分 形式 不 变性 ,得 四 
d2” 一 d(x 十 y)， 


22]n2(zdy + yd7x) 一 dz 十 dy. 


解 得 YI 
因 xz 二 0 时 ,由 方程 可 得 y = 1, 故 
dy = (ln2 一 1)dzx. 


例 5 设 /(z) > 0 且 处 处 可 微 , 求 dr| es | 


解 ”由 一 阶 微分 形式 不 变性 ,得 


vp 


fC pr)lnf lz) 


f(x) 
lnf (zx) fr) 
= 7] [Fe 7 
加 lInf (xz)] f' (xz) 
= | fz) | Fz) Inf (x))dz. 


例 6 设 函 数 曲 线 可 由 参数 式 z 一 z(t),y = y(t) 表示 ,又 可 
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用 极 坐 标 臣 =-(0O) 表示 . 证明: 
(dz) 2 二 (dy) = (xd0)? 十 (dr 
证 ”因为 过 =r0)cosb0y 一 这 O)sInO 所以 
dz = cosOdr 一 rsin0d0， dy 一 sintddr 十 rcostdb, 
于 是 
(dr) 十 (dy)*: = (cosOdr 一 rsin0d0)’? + (sinOdr + recos0d0): 
二 (rd0)’ 二 (dr ). : 
例 7 设 y==[/(z)J Acz) 盖 0 且 可 微 , 求 dy. 
解 是 客 指 图 数 , 用 取 对 数 人 微分 法 ,得 


Iny = =lnf (x’). 


dy _ rd lnf(zx’) — lnf (xz) dx 
y 和 
1 _ f(r) 
TT f(r) 
[fof (Cx) 
| |: f(x’) 
故 dy 一 [f(r | 2 2 fy Alnf Cx) dx. 
例 8 设 广 (Cr) Gj = 1,2,3) 可 微 , 求 以 如 下 行列 式 定义 的 
溺 数 F(x) 的 微分 : 


2.rdxz 一 -lnACz2)dz 


— Inf (x’) ax, 


fulr) fislxr) fis(z) 
F(z)= |falr) f(x) fosl7)|. 
faulr) flr) faslr) 
解 因为 fij(x 二 Ar) = fi(7) + fi(x) + ol(Ar), 
Fr (Cr + Ar) = F(z) 十 G(T)Axz 二 oC(AXx)， 
其 中 
nr) flr) fls(7) fulr) filr) fsa(7) 
GT 和 La) falr) far)|t Ifalr) felx) ful7) 
falr) fax) fax)| falr) falx) fyslr) 
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六 Cr flx) fis Cr) 
十 | (Crz) farlr) furl). 
jiCT) CC) ACT) 
dF (7) 一 (人 Cr)d7。 
例 9 设 y=logoOUCz) Pr) OZ 可 徽 ,PCT) 盖 0 VCT) 一 
0, 求 dy. 


解 “” 因 为 y=log uvWzr) = 下台 ,所 以 对 等 式 两 边 分 别 微 


六 


lIng(x) 
分 ,得 
加 Ing(x) | yr) A ) 
yo Ing(x) ln: zn | Ing(z) jr) lIny (x) z) jdz 
~ lI. P(X) 
lngCx) | pT) loga (7) GLY 上 ar 
例 10 设 y 二 二 一 《la| 之 1), 证 明 : 当 |x| 之 1 时 ， 
dy dx 
1l—y 1 一 .x 
证 ”对 方程 y = 二 两 边 微 分 ,得 


.1 rr—al” 1 一 人 ， 
而 1 一 y=1 Fas sil — 7), 
,1 y dy dr 
必 dy 一] i 


二 、 高 阶 导数 与 高 阶 微分 问题 
求 高 阶 导数 有 下 列 基本 公式 ; 
(1) (er =e,a) 7 = adna)” (a > 0); 
(2) (xz = nn Cm 1) nn mn 二 re 


业 
3 


(3) (sinr)™ = sin 


n . 
和 十 号 | , (COS.T)” = COS 


1 
工 十 一 XX|， 

2 "| 
(4) (inzr)o = 1]1)!。 1)! , 


Nn 


.二 


和 167 . 


nD! 


"na 


(logsr)™ = (— 1)"!. 


1 
(5) BE 二 | = (1) 林寺 7 


在 求 高 阶 导数 时 ,要 先 将 函数 变形 , 尽 可 能 利用 基本 公式 . 要 
善于 用 数学 归纳 法 、 递 推 公式 和 莱 布 尼 活 公式 . 

例 11 设 珊 数 
az 十 2 十 cc， 所 0， 
jn(1 + Xx)， Z 之 0. 
问 es, 为 何 什 时 , 广 Cz) 处 处 连续 ,但 在 xz = 0 无 二 阶 导数 . 

解 / (7x) 在 x 关 0 连 续 是 显然 的 . 要 在 x = 二 0 可 导 , 则 f(x) 
在 工 一 0 连续 ,由 /+ (0) = f/f- (0) = /(0)>c = 0. 又 

Po) = lim f(r) — f(0) i a 二 br 


/(xr) = 


=—.0， 
TD ， -0 
六 Co = lim fx) 一 f(0) i lIn(] 二 x) 1] 
+ r=-0ot r 


所 以 ,由 ff.(0)==/ (0)== 放 (0) 得 6=1. 
讨论 /xz) 的 连续 性 . 当 x+ 之 0 时 ,f(r) = 2ax 十 1,(07) 
二 1]; 当 X 放 0 时 ,f(x) = TO) 一 1 由 三 0-) 一 


户 (0+) 一 了 (0) 知 ， 户 (J 在 连续， 从 而 (x) 处 处 有 一 一 阶 连 
继 导 数 . 


fF (0) = lim PD PO - lim 22z 十 1 一 1 
TI) ” 1 + 
了 + TO0 二 


所 以 , 当 24 关 一 1, 即 a 关 一 时 ,f"(0) 不 存在 . 


即 本 例 选 a 关 一 5 -1]. 
例 12 证明. 
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bz 十 到 , 


: 。 Nr 
(az 十 pzevwrsin(p7r 十 n9) = > Co be"™sin 
一 站 


其 中 p= 二 arctan 2 
证 ” 设 f(7x) = 二 e™*sinbx, 则 
f'(r) = ee” (asinbr 十 bcosobr) 


一 (a? 十 0b) esin(bzr 十 9) [= arctan 过 
逐次 求 导 ,可 得 
f(x) 一 (aq ob ?esinr 十 ng). 
又 ,用 菜 布 尼 活 公式 直接 求 导 ,得 
f(x) 一 > Cia ibiersin 
比较 两 式 , 即 得 所 证 命题 . 
例 13 设 f(x) = arcsinx, 证 明 ， 
(1) (1 一 2 大 Cr) nt rf (zr nf "(zr)=0,; 
(2) ft2(0) 一 nf (C0); 
(3) f°00) = O010(0) = 1 + 3 .52k — 1),VkE 


bx 十 | 


N. 
l y ,pep 
证 (DD A= Yl A() = 1, 所 以 
f(r) VIi— 7 ~— f(x) 一 一 一 -= 0, 
- /iz 
即 f(r ox) f(r)'r= 0. 


对 上 去 两 项 分 别 使 用 菜 布 尼 获 公式 ,得 
ft) + nf "tn (rr)(— 27) 
FO DL nz) = 0. 
经 整理 , 即 得 
(1 C—O) 一 (2 十 1zAofDzr) nf (rx) 一 0. 
(2) 在 上 式 中 , 令 x = 二 0, 即 得 所 证 命题 . 
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(3) 因为 P(0) = 0, 户 (0) = 0, 利用 题 (2) 的 结果 ,得 
(0) = 1 0 一 下 太 (0) 一 0 
所 以 ,1 (0) 一 002f00) 一 1 32 一 1 .YAEN. 
g(XT) 一 COS 开 
j 1 设 了 (x) | 代 
C 让 二 0. 
其 中 g(x) 为 二 阶 可 导 且 导数 连续 ,g(0) = 1. 
(1) 求 使 J (zx) 在 x 二 0 连续 的 a 值 ; 
(2) 求 了 (Xx) 并 讨论 (zx) 在 x = 0 的 连续 性 . 


解 《1) 因为 Lg(x) 一 cosz]| ,= 1 一 1 一 0, 所 以 


lim = lim [g(r) 一 coszj] 一 0 
二 -站 TD0 一 0 
一 limeg (Xx) 十 sinz = g' (0). 
当 f(0) = limf (7x) 一 g'(0) 时, f(r) 在 x = 二 0 连续 , 则 f(x) 处 处 
连续 . 即 a = 二 g'(0),/(x) 在 x = 二 0 连续. 
(2) 当 工 和 0 时 ,有 
Pozy = [g' (Cx) sinx |x 


4 TX 0， 


从 


S(TX) — COST 


— [g(r) — cosx | 


2 


十 
刀 (0) = lim A — 0) _ lim [8 cosr)/r — 8" (0) 
1™*0 I 7 


BCzZ) 一 cosz 一， (0) 


|] 
0 Xx 
L [i g (CT) 十 Sinz — pg' (0) 
-0 2 工 
, , . ， 
(XT)— 2 (0) Sinx — sin0 
me < 6 | Sr Sinv 
‘| zi0 1 


一 地 g"(0) 十 于 (1 用 法 见 下 章 第 二 节 ). 
2 » 


六 


1 、 1 
98 (0) 十 了， 大 一 0. 


由 于 


im (x) = lim Lg (7) 十 sinrjr — Lg(r) 一 coS7] 


be 
Ea sm [ECD + 0s] + [a (1) + sinr] ~ [ge Cn) 十 sme 
lim ?7T 
1 gc) 十 cosz 8g(0) | 1 
m2 
所 以 ,f/f (xX) 在 x 二 0 连续 . 
— l/r 
例 1S 设 f(r) = 本 ， 下 0， 
0， 二 0. 


证 明 :f(x) 在 z 一 0 存在 任意 阶 导 数 , 且 A" (0) 二 0,n 二 1,2,… 
证 ”利用 和 导数 定义 和 数学 归纳 法 证 . 
当 z 天 0 时 , 户 (z) = eV 
F(x) — | 4 je” 
Te 二 
oz) = 一己 | 二 | -Ue 
和 
其 中 ,| 过 | 是 二 的 3 次 多 项 式 


2 z 
e :7 一 0 /7 


TT—* 人 0 el 


f' (0) = lim 
"0 


设 六 -2(0) = 0, 则 


Fw(0) = 站 ,Pri(l/zr)e 
了 一 人 一 一 0 i 
0 i 


故 ,/(z) 在 zx 一 0 存在 任意 阶 导数 , 且 f*(0) = 0. 
注 由 也 站 | | 是 3 次 次 .6 次 多 项 


式 , 设 /"-n 了 (Cr) 二 Pi| 工 |e- 
项 式 , 则 可 推出 “ 


其 中 己 _ ,|= 上 | 是 30 一 1D 次 多 


» 1]71。 


focoD = [2 二 | PP 二 一 | Pi 二 | |e 
3 2 ] 
履 局 | 划一 引 [| 忆 | 一 [| 
是 二 的 3n 次 多 项 式 
例 16 设 了 二 阶 可 导 ,y 二 A{fLf(z)」), 求 yz). 
解 由 复合 函数 导数 的 链 式 法 则 ,有 
y = fF {ff zr) :FLA fF (7), 
y= {ff FLf Cr) F(z) 
CE 
+ FF {Af Or} FLACz) :f(x). 
例 17 设 函 数 1(z) 当 工 魏 zo 时 有 定义 且 可 微分 两 次 , 问 a， 
b,c 为何 值 时 ,函数 
请 的 XR Z0， 
F(zr) = 
QZ 一 To) 十 (一 To 十 cc 工地 To 
可 微分 两 次 . 
解 由 题 设 F(x) 存在 ,放下 GZz) 在 zz 一 连续 . 即 有 
lim F(zx) = lim ff (zx) = f(zo), 


lim F(X) = lim|[a(zx — Xo)* 十 CCz 一 Zo) 十 c= cc， 


To Tp 


得 c 二 f(xo). 又 由 所 (xo) 二 FF'(xd) 得 
f° (zo) 一 [2alx 一 Zo) 十 5b] = 0， 


得 6 二 搬 (zo). 再 由 F"(zr) 二 F"(zt) 得 
f" (x0) = 2a=>a = fo). 
例 18 求 下 列 导 数 的 高 阶 导 数 : 
1 十 工 (100) 2 2z 
2 ~ 一 。 

/二 求 y (2) y= Ze 
解 ” (1)y= 二 (十 xX)(1 一 7) ,用 莱 布 尼 区 公式 . 注意 到 
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(1])y= 


yr ee > ,Ciw ll 十 zol xr) W210 
i=0 
QF LO mo + Cf 一 -2 


1 1 N17 ! | 
(1 十 x) i (1 zx) 二 100 。 -5 


《1] 六) --19972 


1 1 — / 
一 i (XxX < 1). 
(2) 用 莱 布 尼 次 公式 ,注意 到 x 项 只 能 求 导 两 次 , 故 
y 20) 一 Tr Ce ) 20) 十 px CY, (er ) 1 十 2C3 (Ce ) 8) 
= 2*e* (zx? 十 20x 十 95). 


例 19 求 下 列 函 数 的 2 阶 导数 yy， 


_ cd 十 _ ] 
(Dy= Ta (2 y= Tt 
(3) y = SInc.rSinpz ; (4) y= sinaxcosbr; 
(5) y = sin'r 二 cosi!r; : (6) y = ln a ox 

z Q 一 pr 
/> db wo 2ad — be) 
角 《1) 3 一 (cz ta) (cr + dd) 


ce" Cad 一 ben! 


? (hy 。 _ 睛 一 d 
这 对 nn 有 =( 1) er zz 所 | , 则 对 


于 nn 十 1, 有 


yotD 1) Cad 一 和 cm 十 1)Cczr 十 di ，< 
(cr 十 dad) "th) 


ead 一 4 十 1 


(cr 十 到) 十: 
; 
(2) y= 二 7 一 工 二 1 ,由 基本 公式 (5) ,得 
J 加 | ] 1 {ny 加 | 了 (Cn) 
) 7 一 ;| 区 一 | 
~- 一 一 "| 1 1 
ni 1) | 云 一 (ro—1)"+! 


| (x 沽 1 ,7 关 2). 
(3) y = Fcos (a 一 br 一 Fcos (a 十 4b) 7, 
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必 一 brcos| (a — 5)X 十 | 


(Ca++ by"cos| (a 十 Xx 十 | | 


| 
| 


下 


(4) yy 一 Fsin(a 十 5) 十 Fsin(a 一 六) 


多 - 31( 十 py"sin| (a 十 6) 十 "| 


— (a 一 bp)"sin| (a 一 0) 工 十 | | 
(5) y= (sin 和 zr 十 cosez 六 一 2sin zcos 和 一 ] 一 Fsin’27 
一 ] 一 二 (1 一 coS47z) 一 了 十 二 cos47， 


yo 一 4 cosl47 十 7 . 
(6) y = ln(a + bz) — ln(a 一 Or)， 
| b b 
> -Ter a bx 
y” 二 (— 1)" 1)! 六 (no 1)1 


(a 十 br) (a 一 bXr)” 
a (—1)” 1 a 

一 OO 1 | 二 二 ps + py py | 上 <| 上 
例 20 ” 求 下 列 隧 数 的 4 阶 微分 d"y: 


jinx 
(1) y= "ez (2) y 一 了 
解 
(1) 中 dy = ydxr’” 
n(nGOo 1)° 


一 ez 十 n*x”! 十 7 ZX” 二 下 十 ni jz 


(Cn) 【ma 一) 
(2) dy 一 ydz” 一 | =| inzr 十 7 去 | 加 
rT 并 人 并 


1 ] {1 2) ] 
十 Ca 一 证 | | 一 十 … 十 二 (nz)e dr 


4 
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k 


= 1 


例 21 设 函 数 Jy) 的 反 函 数 广 !(z) 及 f 人 [Lf (zx)j， 
疡 [Ff-1(x)j 都 存在 , 且 了 六 [f(zx)」] 关 0, 证 明 : 
df zx) FL (7)) 
dz? {fF [fz 
证 “由 题 设 zx= f(y),y = 广 !(z). 依 反 函 数 与 复合 肾 数 求 
导 法 则 ,有 
df i(x) =- 笠 一 1 1 
dz ~ dz/dy = F705 ~ fF EF Ir) 


dz 
df = | T 产 vrei ede 


Fo) 1 (0) 
FAO PELACz)] ( 户 L 广 ECz)])2 


1 
全 22 设 y 一 全 0405 互 个 相等 , 求 


本 1) ! < 天 
= 过于 |Inz 一 >) le (x>0). 


> 
解 先 分 解 因 式 ,得 
加 1 1 上 1 1 
7 (二 历 (C 一 az 一 c) CG—ab— ce) (zo— 6b) 
] 1 
十 (& 一 pa 一 c)J CC 一 QI 
Cn) -一 (一 1)"n! 
改 » COC — a — cc)"t 
十 (— 1)"n! 1 
(bp— a — oe) (r— 0"™ 
十 《一 1)"n! 1 


(a 一 站 (Ca 一 c) (zz 一 GD 
例 23 著 y=z) 存 在 单 值 反 图 数 工 一 My)， 且 y 天 0，y 


大 0. 求 反 函 数 的 导数 和 ,9 和 


解 ”由 反 函 数 导数 公式 ,得 径 一 1/ 垂下 
d /dz # | dz d 1 dz 
|= dz 于 | 守 = dx (y ) dy 


d 并 
(1) gy: = 
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一 DE > y 一 (Cy) 
dz _ dldzr|_ mE 
2) dy ™ S| |- Er dy (y 7 dy 
yy )3 -一 3(y yey 1 30 — yy” 
(y! )6 yy (六 )5 。 


1zrsin(1/z)， 工 天 0， 
例 24 f(x) 一 人 z=0, 


设 m 为 自然 数 . 问 在 什么 条 件 下 ,有 
(1) 在 zx 二 0f(x) 连续 ; (2) 在 zx 二 0f(zx) 可 导 ; 
(3) 在 xX 二 0f' (x) 连续 ; (4) 在 z= 0f(x) 处 二 阶 可 导 ，; 
(5) 在 工 王 0/ (zxz) 连续 . 
解 《1) 当 ma 盖 0 时 ,lmz 。 sin(1/z) 一 0， 有 limf (zx) 一 
1(0). 所 以 如 二 0 时 ,jz) 在 z=0 连 续 . 
(2) 当头 盖 1 时 ,有 


1im jz 十 Ar) 一 /0) 一 lim(Aym-1 。sin 和 一 0， 


rr- 人 0 AT 各 六 下 
即 广 (0) 一 0. 所 以 当 m 守 1 时 ,f(z) 在 X= 二 0 可 导 . 
(3) 当 冯 之 2 时 ,由 工 和 0 有 
f(r) = mzr”™ lsin(1/z) 一 22cos(1/z) 一 limf (XT) = 0， 
Bplimf’ Cz) 二 / (0). 所 以 mx 汪 >2 时 , 广 (z) 在 xz = 0 连续. 
(4) 当 和 二 3 时 ， 由 / 《7) 在 一 0 连续 ， 有 
1 


pg 
lim 广 (z) 一 万 (0) = jimz” ?| mzsin 一 一 Cos 一 | 一 0， 
r=-0 立 一 (0 rw0 va 


即 /7(0) 二 0. 所 以 m 汪 >3 时 ,f(z) 在 z= 0 二 阶 可 导 ， 
(5) 当 m 二 4 时 ,由 zz 关 0 有 : 
f(r) = 27x" mm — 1)7’ sin(1/z) — 2(m 一 Dzcos(1/z) 
一 Sin(1/z) ]， 
Limj(z) 一 0， 


所 以 mx 二 4 时 ， ,1"(z) 在 一 0 连续 
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第 四 章 。 微分 中 值 定理 与 利用 导数 研究 函数 


第 一 和 微分 中 值 定理 


主要 内 容 


1. 车 函数 /在 zo 的 某 邻 域 U(zo) 内 对 一 切 x EU(zo) 有 
f(zo) 之 1 (7) (或 f(zo) 记 f(x)), 则 称 孙 数 了 在 点 Xx。 取得 极 大 值 
(或 极 小 值 ) ,点 zo 为 极 大 值 点 (或 极 小 值 点 ). 极 大 值 、 极 小 值 统称 
极 值 . / / | / 

2 费 尔 马 (Fermat) 引 理 ”设防 数 f 在 x 的 某 邻 域 U(xo) 内 
有 定义 , 且 在 x。 可 导 . 车 zx。 为 了 的 一 个 极 值 点 ,; 则 f(xo) = 0. 

3. 罗 尔 (Rolie) 定理 ” 设 函 数 /满足 如 下 条 件 :f 在 闭 区 间 
[4,6] 上 连续 ,f 在 开 区 间 (a,6b) 内 可 导 ,f(a) = f(6), 则 在 (a,5) 
内 至 少 存在 一 点 6, 使 得 广 (6) = 0. 

4. 拉 格 朗 日 (Lagrange) 中 值 定理 ”车 函数 满足 以 下 条 
件 :/ 在 闭 区 间 [a,6b] 上 连续 ,/ 在 开 区 间 (4,6) 内 可 导 , 则 在 (a,6) 


内 至 少 存 在 一 点 6 使 得 了 6) = 多 二 7. 
“推论 1 和 奉 滔 数 了 在 区 间 了 上 可 导 , 且 户 (z) 志 0, 则 在 TT 上 
f(r) 三 CC 常数 )， 
推论 2 ”和 若 函 数 了 和 g 在 区 间 了 上 上 均 可 导 , 且 广 (z) 三 g(Czr)， 
则 在 了 7 上 .jz) = 二 g(r) 十 c( 常 数 ).， 
5. 柯 西 (Cauchy) 中 值 定理 ，。 若 函 数 / 和 gg 满足 以 下 条 件 :/ 
.177。 


与 gg 在 闭 区 间 [4a,6] 上 均 连 续 ,f 与 g 在 开 区 间 (a,6) 内 均 可 导 , 且 
在 (a,5) 内 六 与 g' 不 同时 为 零 ,g(a) 关 gg00), 则 在 (a,b) 内 至 少 存 
在 一 点 $ ,使 得 


gE) /7 CO) 一 f(a) 
g'(€) gb6)— g(a) 


疑难 解析 


1. 罗 尔 定理 的 条 件 是 充分 的 还 是 必要 的 ? 
答 。 罗 尔 定理 的 条 件 是 充分 的 ,但 不 是 必要 的 . 例如 ,对 
Tz, XE(m—1,1)1{) (1,2), 
0， 二 1]， 
f(x) 在 [1,2] 上 有 间断 点 x 二 1,f(x) 在 x 二 1 不 可 导 ,f( 一 1) 关 
(2). 罗 尔 定理 的 三 个 条 件 都 不 满足 ,但 (0) = 0,0 EE€ (一 1,2). 
所 以 罗 尔 定理 条 件 是 充分 的 . 但 是 ,三 个 条 件 中 少 了 任何 一 个 , 结 
论 可 能 不 成 立 , 如 : z 
TT， 0 和 过 工 忆 1， 1 一 2z，Z 工 所 17/2， 
1(7) 一 0， 工 一 1; 137) 一 2t—1，Xz 守 1/2; 
f(r) 一 ZE [0,1]. 

其 中 f(x) 在 [0,1] 上 不 连续 ,f,(x) 在 (0,1) 内 不 可 导 ,f;(x) 不 
满足 /(a) 二 /(6) ,但 它们 分 别 满足 罗 尔 定理 的 其 它 两 个 条 件 , 却 
不 存在 “E (0,1), 使 f(6) 三 0. 尽管 如 此 ,不 能 说 这 三 个 条 件 是 
必要 的 . 由 前 一 例子 ,我 们 只 能 说 ,这 三 个 条 件 都 是 充分 的 . 

2. 三 个 中 值 定 理 有 何 联系 ? 它 们 几何 意义 的 共同 点 是 什么 ? 

答 ”可 以 认为 : 罗 尔 定理 是 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 特例 , 拉 格 
明日 中 值 定理 又 是 柯 西 中 值 定理 的 特例 . 因为 ,在 柯 西 中 值 定理 中 
令 g(r) 二 x+, 即 得 到 拉 格 朗 日 中 值 定理 ;在 拉 格 朗 日 中 值 定理 中 
增加 条 件 /(a) = f(2), 即 得 到 罗 尔 定理 . 

光 泵 定理 的 几何 意义 是 :满足 定理 条 件 的 函数 y = f(x) 在 
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f(x) 一 


(u,bp) 内 的 曲线 上 至 少 存在 一 条 水 平 切线 . 拉 格 朗 日 中 值 定 理 的 
几何 意义 是 :满足 定理 条 件 的 函数 y = f(x) 在 (a,6) 内 的 曲线 上 
至 少 存在 一 点 (6,/(&)) ,曲线 在 该 点 的 切线 平行 曲线 两 端点 的 连 
线 . 柯 西 中 值 定理 的 几何 意义 是 :满足 定理 条 件 的 由 4 = g(x)，v 
= /(x) 所 确定 的 曲线 上 至 少 有 一 点 ,曲线 的 切线 平行 两 端点 连 
线 . 罗 尔 定理 满足 f(a) = 0 , 即 两 端点 连 线 是 水 平 的 . 所 以 ,三 
个 中 值 定理 几何 意义 有 一 个 共同 点 :满足 定理 条 件 的 函数 曲线 上 
至 少 有 一 点 的 切线 平行 曲线 在 区 间 上 两 端点 的 连 线 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


中 值 定 理 有 很 多 应 用 ,最 重要 的 应 用 是 证 明定 理 . 证 明 等 式 与 
不 等 式 \、 证 明 极 限 、 证 明和 零点 等 等 . 做 证 明 题 首先 要 分 析 题 给 条 件 
与 行 证 结论 ,认真 的 分 析 ; 利 用 什么 定理 能 使 我 们 迅速 得 到 结果 ? 
使 用 什么 方法 来 实施 证 明 ? 常 用 的 方法 有 :一 是 直接 证 明 , 这 种 情 
况 不 多 见 , 一 般 在 验证 符合 某 定理 条 件 后 , 即 可 引用 定理 得 出 结 
论 . 二 是 引 人 和 人 辅助 函数 ,这 种 情况 比较 常见 ,一 般 是 将 待 证 结论 变 
形 (如 拼 浴 重组 、 移 项 等 ) ,构成 一 个 或 两 个 新 的 辅助 函数 ,验证 它 
们 符合 某 个 中 值 定理 ,然后 利用 定理 结论 导出 待 证 结论 . 这 种 方法 
需要 一 定 技巧 ,而 技巧 往往 又 要 根据 具体 问题 确定 ,希望 读者 很 好 
地 体会 例题 . 三 是 用 反 证 法 ,假设 待 证 命题 的 逆 命 题 成 立 , 然 后 从 
推导 过 程 中 找 出 与 已 知 结论 (包括 极限 .连续 、 可 微 等 概念 与 法 则 、 
性 质 ) 的 矛盾 ,从 而 证 明 原 命题 成 立 . 

一 、 罗 尔 定 理 的 应 用 

例 1 如 下 的 通 数 


1 d” ， ， 
pn di 一 1) 4 1 一 ,| 2， 


不 力 nt 次 勒 导 德 (legendrec) 多 项 式 , 证 明 :P,(x) 在 (一 1,1) 内 人 恰 
有 4 个 不 同 的 实 根 . 


P(X7) = 


179。 


证 ”由 商 阶 导数 的 菜 布 尼 奖 公式 知 , 函数 


d 
Q(T) 一 TT 一 1) ， 了 一 0 1 2 一 外 


中 都 含有 (7x? 一 1) 因 式 ;, 故 当 jm < 1 时 ,GCCz) 都 有 实 根 一 1 和 1. 
考虑 GCCz) 二 《x' 一 1)", 它 仅 有 相 寞 的 两 个 实 根 一 1 和 1. 由 
罗 尔 定理 ,Qs_1(7) 二 Qz(X) 在 (一 1,1) 内 有 一 个 根 zn; 所 以 ， 
Qs-1(7) 在 [一 1,1j 上 有 三 个 相 异 的 根 一 1,xu,1. 再 由 罗 尔 定 
理 ,Q Cr) 二 Qz-1(T) 在 (一 1,zra) 和 和 (Xx,1) 内 至 少 各 有 一 个 
根 ,所 以 ,QQ :Crz) 在 [一 1,1」 上 有 四 个 相 异 的 根 一 1 ,x21 ,22，,1. 
反复 应 用 罗 尔 定理 ,由 数学 归纳 法 可 证 :Q2,-,(7z) 在 [一 1,1j 


令 二 27 一]; 则 知 QiiCx) 在 [一 1,1] 上 至 少 有 nn 十 1 个 相 
异 的 根 . 再 应 用 一 次 罗 尔 定理 , 知 Q,(x) 在 (一 1,1) 内 至 少 有 nn 个 
根 ( 不 含 1, 一 1). 

由 于 Q, (Tz) 是 nn 次 多 项 式 , 至 多 有 nn 个 根 . 所 以 Q, (zx) 在 
(一 1,1) 内 恰 有 个 相 异 的 根 . 

因为 P,(x) 与 Q(z) 只 相差 一 个 系数 ,所 以 可 以 得 出 :P(x) 
在 [一 1,1」 上 恰 及 个 相 异 的 实 根 . 

例 2 验证 罗 尔 定理 对 函数 = lnsinz 在 区 间 [x/6,5x/6] 上 
的 正确 性 . : 

解 。 由 y= nsinz 在 定义 域 2n7 过 + 之 (2 十 1)x G1 = 0， 
土 1,…) 上 的 连续 性 知 , 国 数 在 tx/6,5r/6] 上 连续 . 

又 y 二 cotr 在 (x/6,57x/6) 内 处 处 存在 . 

f(x/6) = f(57/6) 一 一 in2. 

所 以 函数 = lnsinz 在 [x/6,5x/6] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 . 


因为 y 二 cotr = 二 0 在 (x/6,57x/6) 内 有 解 x = 万 ,所 以 取 $ = 
。180， 


] 一 ] 2 一 jj 
例 3 设 f(x)= 11 x 一 2 37 一 2| ,证 明 : 存 在 6E 
1] 一 3 47r 一 3 
(0,1), 使 得 (6) = 0. 
证 ”f(x) 在 [0， 1] 上 连续 ,P(x) 在 (0,1) 内 可 导 . 


1 一 1 一 ] | 1 0 1 
f/f/(0)=11 一 2 —2|=0, f/f()=|]1] 一 1 11=0 
1 一 3 一 3 ] 一 2 1 


符合 罗 尔 定理 条 件 . 故 存在 上 E (0,1), 使 (6) = 0. 

例 4 设 /z) 在 (0,1) 内 有 二 阶 导数 , 且 J) 一 0, 又 下 (z) 
二 Xf(z), 证 明 : 在 (0,1) 内 至 少 存在 一 点 ,使 F"(§) = 0， 

证 ”显然 ,F(x) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 . 义 (0) 一 
(1) 二 0. 所 以 F(z) 符合 罗 尔 定理 条 件 , 故 存在 x。E€ (0,1), 使 
F' (zo) = 0. z 

又 F(x) = 2rf(x) 十 zP(z) 之 下 (0) = 0, 所 以 瑚 (z) 在 
[0,zo] 上 符合 罗 尔 定理 条 件 , 故 存在 上 6E (0,zxo) ,使 F"(E) = 0. 而 
SEE (0,7r0) CC (0,1). 

例 5 车 /f(z) 在 (a,6) 内 非 负 ,存在 三 阶 导数 , 且 方 程 /(x) 
= 0 有 两 个 相 异 实 根 ,证 明 ; 存 在 6E (a,5), 使 1”(&) 一 0 

证 ”因为 /xz) 在 (e,2) 内 非 负 , 且 有 .Ar = f(x,) = 0( 设 
Ti 过 X22), 则 zx 和 zi 必 为 f(x) 的 极 小 值 点 . 由 费 尔 马 定理 ， 有 
三 (ri) 一 三 (zs) = 0. 

由 上 知 ,F(z) 在 [zzrs] 上 符合 罗 尔 定理 条 件 , 故 存在 6E 
(ziy7rz) ,使 广 (5) 一 0， 

又 由 上 知 ,f(x) 在 [xi,$;] 上 符合 罗 尔 定理 条 件 , 故 存在 &， 
E (Xs) 与 6 € (7), 使 f° (62) = (8,) = 0. 

又 由 上 知 , 广 (z) 在 [1,56] 上 符合 罗 尔 定理 条 件 , 故 存在 
E (和 5) ,使 1”(6) = 0. / 

例 6 议 /zr) 在 L0,1j 上 存在 ”十 1 阶 导数 ,0o) = (0) = 

外 1 4 .. 


/0) = 二 二 /1 (0) 二 0, 且 f/f(1) = 0. 证 明 : 在 (0,1) 内 至 少 有 一 
点 ,使 1"+?(6) 一 0. 

证 ”用 数学 归纳 法 . 

当 久 二 0 时 ,由 f/f(0) = /(1) = 0 与 题 设 知 ,f(x) 满足 罗 尔 定 
理 条 件 , 故 存在 全 E (0,1), 使 (61) = 0. 

设 4 = 二 上 时 结论 成 立 . 存在 11 E (0,1) ,使 广 (6 二 0. 

当 二 上 十 1 时 ,由 /A+000) = 六 DC 一 0 与 题 设 知 ， 
/tC(r) 满足 罗 尔 定理 条 件 . 故 存 在 点 (0,5i+t1)， 使 得 
f*+2(€) = 0. 

例 7 设 广 (zx) 在 La,b」] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 f(a)… 


feo) of) .jl 2 | <0 证 明 ; 在 (a,6) 内 至 少 有 一 点 6, 使 
f° (€) = £68). 
二 
正 设 /1a) 盖 0, 则 /2) 盖 0,7 |<。 


引信 辅助 函数 F(z) = ef(z), 则 Fa 一 e Fa) > 0， 


F “| 一 e-e+o2F “| 二 0,f(6) = ero) > 之 0. 依 闭 区 


间 上 连续 函数 的 介 值 定理 ,至 少 有 一 点 名 人 E 
a 本 


2 ,4 十 | ,使 FC&,) 


0; 至 少 有 一 点 2 和 ,6| ,使 FF(5,) = 0. 
综 上 所 述 知 ,F(x) 在 [6 上 满足 罗 尔 定理 条 件 , 故 存在 点 
E (2552) Ca0) ,使 严 () == 0, 即 
ef'(E)—e f(b€) 一 0 全 站 (GE = /6). 
读者 可 以 从 证 明 中 看 出 ;之 所 以 选择 f(r) 一 e "f(x), 是 因 
为 e“>0, 有 旦 由 F(x) 的 导数 可 以 得 出 了 (6) = 了 (8). 
-， 一 2 式 X1 0 ， 
例 8 ”函数 Ap- 7 
一 十 27 十 1，0 达 X33 
是 耕 满足 罗 尔 定理 条 件 ? 定 理 中 的 《是否 存在 ? 
"182。 


ny 


rr 


解 ”因为 /- (0) = 0,f+ (0)==1, 所 以 1(r) 在 += 二 0 不 连 
续 , 即 f(x) 在 [一 2,3] 上 不 满足 罗 尔 定理 的 条 件 . 又 由 


] ， 一 2 所 <0， 
f' (x) 一 [i 工 一 0， 
一 27 十 2，0< 工 
知 , 当 一时 , 广 (1) 一 0. 故 二 = 1. 


例 9 设 aERG==1,2,…,n), 且 满足 4 十 叶 二 十 二 十 、 


+ 7 了 7 二 0 证明: 方程 十 ar 十 az 十 十 ar" 二 0 在 
(0,1) 内 至 少 有 一 个 实 根 
证 ” 作 辅 助 晴 数 
Cr) 一 aoz 十 万 也 Xx* 十 Ey z 下 … 十 7 了 1 


显然 ,六 (0) 一 0， FGD) 一 ao 十 也 十 也 十 … 十 了 了 一 0. 又 F(x) 


是 多 项 式 苑 数 , 在 [0， 门 上 连续 在 (0,1) 内 可 时- F(0) 一 下 (1), 满 
足 罗 和 尔 定理 条 件 . 故 存在 和 E (0,1), 使 Fe) = 0. 而 

(TX) 二 ao 十 QT 十 ayT* 十 :十 ar”， 
故 方程 十 az 十 az 十 …… 十 ax 一 0 在 (0,1) 内 至 少 有 一 个 实 
根 &. 

本 例 构 造 F(x) 的 依据 是 ,使 f(r) 的 导数 恰好 是 所 证 方程 的 
左边 . 

例 10 设 /,g:[a,b] 一 RR, 是 可 导 函 数 , 且 g' 闫 0, 证明; 存在 
《E (a,0), 使 

/ad) 一 /6) ff(§) 
gS) — gp) BCE) 

证 引 人 辅 助 消 数 FC(r) = /Ga)gGCr) 一 f(r)g(r) 十 
/C80) ,由 题 设 可 知 ,F(x) 在 Lu,6] 上 连续 ,在 (4a,0) 内 可 导 . 又 
Fo) 二 /D840),F(0) = 二/ (a)g (40), 符合 罗 尔 定理 条 件 . 故 存在 
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<E(ay po) 使 天 () 一 0, 即 
F'(E) = fa EE) 一 (Erg(E) — fe) gE) +f Sg(P) =0. 
经 移 项 整理 , 即 得 
ja) 一 /人 ) fC) 
g(E)— gb) pg'(é). 

例 11 证明: 方程 必 十 并 一 = 一 0 有 惟一 正 根 . 

证 今 /J(+) 二 十 一 1 = 二 0, 显然 1 (7) 是 连续 图 数 , 取 
区 间 [0,N], 则 f(x) 在 [0,N] 上 连续 ,在 (0,N) 内 可 导 , 且 (x) 
一 57! 十 1 之 0. 由 连续 函数 的 零点 定理 , 知 存在 ze E (0,N) ,使 
f(zxo) 一 0, 即 方程 有 正 根 CN 之 0). 

下 面 用 反 证 法 证 明正 根 的 惟一 性 . 设 除 zxo 外 还 有 一 个 ;之 0， 
使 (zx) 三 0, 则 f(x) 在 Lz。o,x1j 上 满足 罗 尔 定理 条 件 , 于 是 存在 
SE (ro Tl), 人 使 1 (5) =0, 这 与 上 面 的 A(x) 这 0 矛盾 .所 以 ,方程 
7 十 一 1 二 0 有 惟一 正 根 (区 间 也 可 以 是 [rj yzoj). 

例 12 设 f 在 La,6j] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 了 (a) = f(b) 
二 0. 证 明 :Y AE€E R,jJj《E€ (cp 使 万 () = Af (8). 

证 ” 引 人 辅 助 滑 数 六 (zx) 一 e “f(x), 由 题 设 知 F(a) 一 忆 CO) 
一 0,F(7) 在 [a,b6] 上 连续 ,在 (4a,6) 内 可 导 , 满 足 罗 尔 定理 条 件 . 
故 存在 和 E (ec ,使 天 (6) = 0, 即 e-*f(6) 一 Me) = 
0—> f/f'(§) = Xf CE). 

例 13 设 /(z) 在 La,5j 上 有 nn 阶 连续 导数 , 且 f(x) 在 [a,6] 
上 人 至少 有 "十 1 个 相 异 实 根 . 

已 CTr) 一 人 十 cc 十 ci 十 十 cz 十 cn 


是 仅 有 实 根 的 实 系数 多 项 式 . 引入 记号 D" = ;, 证 明 ， 
PD OD) 三 (D 上 CD 二 TCD 十 
十 CD 站 十 Co)ACz) 
在 [4,0] 上 至 少 有 一 个 零点 
分 析 ” 设 PCzr) 的 个 相 异 实 根 mv, 故 
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P (zl) 一 (一 a)(Z 一 az) 和 (CCZ 一 On). 
将 (D 一 a1)(D 一 4,)…(D 一 a,) 展开 ,得 
PT) fz) = (Dm a) DD — a) (Do— oo) (zr). 
由 上 例 结果 知 , 在 f(z) 的 两 相 异 实 根 之 间 必 有 
(DC— a)f(zr) = f(r) — o,f (7) 

的 一 个 实 根 . 由 于 f(x) 有 十 1 个 相 异 实 根 ,所 以 (D 一 a)f (zx) 至 
少 有 个 相 异 实 根 . 依次 知 ,(D 一 a,-1)(D 一 a,)f(x) 至 少 有 2 一 1 
个 相 蜡 实 根 ,…,P,(D)f(z)== (Da)(D—a)'(D— a,)f(z) 
至 少 有 一 个 实 根 . 

读者 可 尝试 用 数学 归纳 法 写 出 简洁 的 证 明 . 

例 14( 推 广 的 罗 尔 定理 ) ” 设 (a,6b) 为 有 限 或 无 穷 区 间 ,f(z) 
在 (a,b) 内 可 导 ， 且 jlim f(x) = lim f(z) 一 4( 有 限 或 士 co) ,证 


ral 


明 .:.3 6 € (a,6b), 使 f°(£) 一 0. 
证 ”车 f(x) 夺 A4A, 则 结论 是 明显 的 . 
若 f(x) 关 AhA, 则 3 xoE€ (a,6b), 使 f(zo) 关 A. 设 f(zo) 二 
A(f (zo) 二 A 情形 类 似 可 证 ). 由 题 设 知 ， 的 在 (a,b) 内 连续 ， 
lim xz) = lim f(z) = 


I 


故 V pCA < p< fr), jj x E (azro)， zz € (zo0,b), 
使 f(z1) = f(x;) = k. 依 罗 尔 定理 ,I]  € (zzz) C (a,6), 使 
户 (6) 一 0， 
在 4 一 土 co, 则 在 (ca,2) 内 任 取 一 一 感 作 z。， 帮 类 似 得 出 3 EE 
(a,b), 使 (8) 二 0. 


例 15 设 f(lz) 在 [0, 十 co) 上 可 导 , 且 0 过 f(z) 科 JT 二 去 
1 一 名 


(1 + 总) 
证 引入 辅助 函数 F(z) 一 f(z) 一 了 因为 F(x) 在 


[0, 十 ce) 上 连续 ,在 (0, 十 co) 内 可 导 ,F(0) 一 下 (十 co) 一 0. 依 
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证 明 :3 了 上 二 0, 使 六 () 一 


推广 的 罗 尔 定理 知 , >0, 使 已 (CE 一 0. 即 3 和 >>0, 使 户 (E) 一 
1—é 
(] 十 人) 
例 16 设 /xr),glx),h(r) 在 [4,6] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 
导 , 证 明 : 存 在 4E (ua,0), 使 
fla) gla) hla) 
fl0) go) hw)|= 0. 
f'(€) gg'(€) Ah' (CE) 
fla) gla) hla) 
证 设 F(z)= |f(2) gp) AD) |， 
f(r) gr) hlz) 
则 FCx) 在 [a,5] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 . 由 行列 式 的 性 质 ,F (a) 
二 (5) = 二 0. 故 依 罗 尔 定理 ,3 EE (a,0), 使 F'(&) = 0. 即 
Ja) gla) h(a) 
0) gb) hb)|= 0. 
f°(€) gg'(E) h' (CE) 
(1) 令 h(xr) 二 x, 即 可 推出 柯 西 中 值 定理 . 
(2) 令 g(r) 尘 Xx,h(r) 硅 1, 即 可 推出 拉 格 朗 日 中 值 定理 . 
例 17 设 抛物 线 y== 一 x 十 Br 十 C 与 + 轴 有 两 个 交点 x 二 
4 三 06 (a 之 0). 区 数 /在 La,b6j 上 二 阶 可 导 ,f/f(a) = AGO) = 0， 
且 曲 线 y= f(r) 与 y 二 一 7 十 Br 十 C 在 (a,b) 内 有 一 个 交点 . 
证 明 :存在 上 E (a,b), 使 六 (6) 一 一 2. 
证 ” 设 y==/(7) 与 y= 一 x 十 Br 十 C 在 (a,6) 内 的 交点 
为 Xxo,y 令 F(Xr) = 了 f(r) 二 + rm Br—C, 则 F(a) = FC(0) = F(xr,) 
一 0. 于 是 ,对 (x) 在 La,zoj 和 [zro,6] 上 分 别 使 用 罗 尔 定理 , 知 
3 6 € (er E (ro0), 人 使 f°(61) 一) = 0. 
又 ,F(T) 二/(x) 十 27 一 B 在 [全 ,&,] 上 满足 罗 尔 定理 的 条 
件 , 故 存在 和 E€ (1,6,) 性 (a,0) ,使 fF"(E) 一 0. 即 
f(§) 一 一 2. 
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例 18 设 / 在 [ec ,雪上 二 阶 可 微 , /Ce) = /(0) = 0,f% (a)。 
中) > 六 0: 证 明 : 方 程 六 (x) = 0 在 (4,5) 内 至 少 有 一 个 根 . 

证 ”不 妨 设 广 (a) > 0,f. (4) > 0. 则 

lim i > 0=3 XTi 之 a, 使 f(x) > ff(4) = 0, 


ut 


一 > 0-»3 Zr 之 bb, 使 f(x,) < CO) 一 0, 


因为 /在 La,6j] 上 可 微 , 所 以 /在 [zi,x;] 上 连续 , 依 闭 区 间 上 连续 
销 数 的 零点 定理 , 知 3 xoE€ (xri,X2) ,使 f(zxo) = 0. 于 是 在 [fa ,zoj] 
及 [Lxo,b」 上 分 别 使 用 罗 尔 定理 , 知 3 1 € [ez 和 E (zo,60), 使 
f' (6) = / (§,)=0. : 

在 [1,5] 上 再 次 使 用 罗 尔 定理 , 知 3 EE (61,6) CC (a,6), 使 
/"(&) 一 0, 即 方程 广 (z) 二 0 在 (a,65) 内 至 少 有 一 个 根 ， 

例 19 设 f(z) 在 包含 zo 的 区 间 7 上 二 次 可 微 ,zo 十 hE 7， 
AE (0,1), 证 明 :3 《 € (0,1), 使 

f(xot Mh) 一 MAfGro 十 A) 十 (1 一 人 Cro) 


lim 


十 $0 — Df'Cr, + Eh). 
证 由 0 二 4 二 1, 故 可 取 数 M, 使 等 式 
fro Ah) — Af ro Fh) 一 (0 A fr) -$0 WM =0 
成 立 . 再 证 明 : 6 € (0,1), 合 MM = PCz + &h). 
引 人 辅 助 晒 数 
PFC) = fro tth) 一 上 Cr th) — (1 一 站 Fr ) 一 三 ( — 1)h?:M, 
则 F(z) 在 [0,1] 上 二 次 可 微 , 且 有 三 个 零点 , 即 F(0) 二 F(1) 一 
(4) 一 0. 在 10,1] 上 应 用 罗 和 尔 定 理 , 知 3 和 6E (0,1) ,使 Fe) = 
0, 即 六 (Cr 十 妈 ) 二 M. 将 MM 代 回 第 一 个 等 式 , 移 项 即 得 
f(xro 十 4) 一 A (xo 十 六 ) 十 (1 一 A)/ (xo) 
十 $0 — DA/"(ro + Eh). 
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例 20 设 /(7r) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,0) 内 可 导 , 证 明 : 了 <E 
(ap) ,使 
pp) — af (a) 
p — 0 
证 引入 辅助 净 数 F(x) = 二 zx/ (zx) 一 zy 由 题 
设 知 F(r) 在 [a,b] 上 连续 ,在 (a,65) 内 可 导 , 且 F(a) = Ff(6), 满 足 
罗 尔 定理 条 件 . 故 了 ssE (a,6), 使 F'(E) 一 0, 即 
SP 十 GD) = HOE ef 


二 、 拉 格 朗 日 中 值 定理 的 应 用 

拉 格 朗 日 中 值 定理 的 应 用 比 罗 尔 定理 更 广泛 ,因为 它 对 函数 
的 要 求 更 低 . 应 用 拉 格 朗 上 日 中 值 定理 证 明 命题 的 方法 与 技巧 与 罗 
尔 定理 基本 相同 ,只 是 变化 更 加 丰富 . 

例 21 (1) 设 函 数 f 在 Ui (xo) 内 连续 ,在 U°， (x。o) 内 可 导 ， 
若 lim 了 (x) 一 六 (ze 十 0) 存在 , 则 右 导数 《zo) 也 存在 , 且 


Te 十 


一 /(6) 十 和 三 (2). 
bf (bp) — af (a) 
bp—a 


0 


三 (Xo) = 三 (ze 十 0). 
(2) 议 国 数 / 在 U- (ro) 内 连续 ,在 U" (zso) 内 可 导 . 若 
lim 了 A(z) 一 六 xzo 一 0) 存 在 , 则 左 导 数 广 (ro) 也 存在 .县 


本人 
0 


三 (zo) = 三 (zo 一 0). 
证 《〈1) 设 zEU Cro)， 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,函数 /在 
(Xo,T) 内 存在 一 点 ,使 


I 0 


由 于 zo 过 过 x, 且 当 工 一 xt 时 ,一 zt, 故 
m/e) = 一 lm (7) 一 f' (zo 十 0). 


汪 


f(r)C— fur) 


i 


/i. (10) = lim = limf'(€) = f (ro + 0). 


i rt 
0 
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(2) 类 似 可 证 六 (xzo) = (zo 一 0). 

由 本 例 可 得 导数 极限 定理 : 

设 函 数 /在 点 x 的 某 邻 域 CrCzo) 内 连续 ,在 (六 (ro) 内 可 导 . 
各 极限 Jam 7 (xX) 存在 , 则 广 (Czo) 也 存在 , 且 和 (ro) = lim/ (xo). 


由 例 21 和 导数 极限 定理 我 们 得 知 :区 间 7 上 的 导 函 数 有 记 , 在 
区 间 了 7 上 要 人 么 是 连续 点 ,要 么 是 第 二 类 间断 点 ,不 可 能 有 第 一 类 间 
断 点 . 

例 22 若 函 数 了 在 [a,6] 上 可 导 , 且 /G4) :4) 过 0, 则 

至 少 存 在 一 点 和 &E (a,b), 使 户 (6) = 0. 
证 设 放 (aa>>0, 六 (<0, 由 于 


ff (ao = lim /2 一 /Ga) 、0， 
rut uu 
六 (ao) = lim Hf < o, 


x 


依 函 数 极限 的 保 号 性 定理 ,存在 x; EU (al,zr EU (0)， 且 mi 
之 Xs 使 f(x) 过 f(a),f (zr) > /00). 

对 于 闭 区 间 [xi,x;j] 上 的 连续 溺 数 /, 由 最 大 值 与 最 小 值 定 
理 ,jjse Lri,72j] CC (a,0), 使 /在 点 $ 取 得 最 大 值 ,也 是 极 大 值 . 
故 由 费 尔 马 定 理 , 广 (6) = 0. 

由 本 例 可 推出 重要 的 达 布 (Darboux) 定理 ， 

在 函数 / 在 le,pj 上 可 导 , 且 了 (a) 和 关 太 (0) ,为 介 于 了 (a)， 
: /以 ) 之 间 的 任 一 实数 , 则 至 少 存在 一 点 上 6E (co) ,使 PE) 一 人 

定理 的 证 明 需 引 人 和 人 辅助 函数 (Cr) = /Cr) 一 kr, 则 上 F(x) 在 
[a,6j] 圭 可 导 , 且 Fi (a)F (0 二 0, 依 例 22 结论 ,3 EE€ (4,0), 使 
FE) = 一己 (E) 一 4 一 0, 即 六) 一 大. 

例 23 证 明 :; 对 函数 /(7) = px 十 qr 十 1 在 某 区 间 上 应 用 
拉 格 明日 中 值 定 理 时 符合 条 件 的 5 恰 为 区 间 中 点 . 其 中 p,qg,r 为 常 

证 ”不妨 设 区 间 为 [a,]], 则 有 
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f0) — fla) =f (5) oa). 


因为 f(D) — fa) = pO ma)T+ qb — a), 
所 以 (ODAa) = pO a) gw—a) 
>2p4 = pl + t= . 


即 台 恰 为 区 间 中 扣 . 
例 24 证 明 下 列 不 等 式 : 
(1) |arctanrz -一 arctany | < Es -一 y | ; 


Fe 


(2) 2 in 和 < (a > 6 > 0), 


a 
(3) e' > re (xr > 1). 
证 (1) 当 工 = 二 y 时 ,显然 有 
jarctanz 一 arctany| = |zx ~— yl|. 
当 工 关 y 时 ,不 妨 设 + 二 yy, 令 f(t) = arctant, 在 [x,yj] 上 应 
用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 ,得 


arctany 一 arctan 一 


1 
Tey 7) 


一 |arctany 一 arctanz| = oy 一 zx 妇 |y 一 工 |， 


二 larctany 一 arctanz|l 和 | 一 |. 
(2) 令 /(r) =lnrz>>0), 在 [oj 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 
理 ,得 
na— Inp - 二 -In 二 一 二 (Ka 一 0). 
d—b ¢ b § 
因为 6 二 5 之 4, 由 不 等 式 性 质 , 得 
& 一 a—b 


<In 世 < (a > b> 0). 
7 六 


《+ 


(3) 令 /(7) = e*, 在 [1,xx] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
er—e=e(r—1),1<it< vx, 
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=>er 一 ee 一直 ) 一 6- > ex， 
取 z 一 T, 即 为 常见 的 数值 不 等 式 e 之 ex. 
例 25 ”证明 数值 不 等 式 1/9< v66 一 8 到 1/8. 
证 ”因为 6= V64, 故 令 f(z) = Vz ,在 区 间 [64,66] 上 应 
用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 得 


f(66)—f(64) 1 
一 6 一 6 一 十 十， 64 二 é < 66, 
1 1 
即 由 VW 8- 8 < 
| VvVé v66 Vv 64 
得 1/9 过 v66—8<=1/8. 


例 26 若 广 (xX) = 二 Af (Xx) 4 为 常数 ),X EE (一 co， 十 ce), 则 
f(x) 为 指数 田 数 . 

证 VZz 天 0E (一 co 十 ceo),jfz)e “在 以 Tz 和 0 为 端点 
的 区 间 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定 理 条 件 ,有 

f(x)e*— fl(0)e- ”= [f(t)e *— Af(é)e *](xr — 0). 

由 题 设 知 (6) = 二 4f(€), 所 以 上 式 右 边 等 于 零 , 即 f(x) 一 
f(0)e” 二 0=>f(z) 一 f(0)e™. 由 于 f(0) 是 常数 , 故 f(x) 为 指数 
隐 数 . 

因 式 子 在 zx = 0 时 亦 成 立 , 从 而 知 对 一 切 x € (一 co, 十 co)， 
f(z) 为 指数 函数 ， 

例 27 设 函 数 了 在 10,1] 上 二 阶 可 微 ,70) = 1) 三 (1) = 
1 ,证 明 : 存 在 6E (0,1), 使 户 (6) = 2. 

证 ”引入 辅 助 函数 ECz) 二 f(z) 一 x?, 则 F(x) 在 [0,1] 上 
满足 拉 格 明日 中 值 和 定理 条 件 , 所 以 jzoE (0,1), 使 F'(zxo) = 
F(1) 一 下 (0) =— 1. 


又 FL) 一 [L 广 (z) 一 2z] 二/ (一 2 一 一 1 所 以 F' (x) 


一 户 (z) 一 2x 在 [zo。,1] 上 满足 罗 尔 定理 条 件 , 故 3 ee (zx6,1) CC 
(0,1), 使 F”"(€) 二 0. 即 存在 EE€ (00,1), 使 产 (E) = 2. 
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例 28 设 函 数 f 和 gg 在 [a,6j] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 证 明 : 
存在 E€ (a,b), 使 


fla) “|- 加 fla) 二 
g(a) 5(O) gla) ge)| 
fla) f(z) 
证 “引入 辅助 函数 FCz) 一 | “ “|, 显然 F(z) 在 
gla) ECZ) 


Le, 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定 理 条 件 , 故 了 3 了 64E (a,0), 使 
F'(E€)(0— a) = FOE) — Fla). 


由 行列 式 性 质 
pr CE) = fla) 三 (6) F(a) = fla) f(a) 
gla) pg' (€) gla) g(a) 
(a) f (2) f(a) f' 6) 
所 以 1 = Ga 7 | 
g(a) 8CO) gla) 8 (5) 


例 29 设 函 数 了 在 (一 co, 十 ceo) 上 二 次 可 微 , 且 |f (zx)| 声 
1 ,证 明 :; 了 8E (一 co 十 ceo), 使 产 (6) = 0 

证 者 /”"(z) 变 号 , 则 由 导数 的 介 值 性 , 则 本 é € 
(一 00, 十 00), 使 "(6) 一 0. 

下 面 用 反 证 法 证 明 f"(x) 一 定 变 号 . 

若 广 (z) 不 变 号 ,不妨 设 户 (z) 二 0 (PCz) 二 0 类 似 可 证 ). 必 
三 (7T) 0( 见 下 节 ). 取 &, 使 六 (6) 关 0. 若 六 (6) 半 0, 则 当 z 二 EE 
且 工 一 十 ee 时 ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 有 
f(r) = ff) + FEC) rfAE) + FE £0, 
者 三 () < 0, 则 当 z<< 且 工 一 一 co 时 ,同样 有 
fx) =f/(€) + FE) zr Ee) SFE) +f Ez 一 6 一 十 co， 
这 与 /(z) 的 有 界 性 矛盾 . 故 r(x) 必 变 号 . 

例 30 设 f(z) 在 [0, 十 co) 上 可 微 ,f(0) = 0, 并 设 有 实数 
A :全 信人 7 在 [0， 十 co) 上 成 立 , 证 明 : 在 [0, 十 co) 
上 ,f(x) 和 0. 

证 法 1 由 题 设 条 件 ,在 [0,z] 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
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f= OO) +f EY) 一 0) = |f (x| < 4155 Izx. 
了 
限制 4. CE 0,274| 时 ,有 
ONE VO 0 一 和 一 工 
重复 使 用 此 式 n 次 ,得 
J ee del ee < 


式 中 0 之 和 之 1 之 下 之 外 之 x 之 汉 


由 了 的 连续 性 知 ,| f(x)| 所 M, 所 以 在 | 0 有 | 上 


ACSI (n= 1,2,"*), 


从 而 知 f(x) 在 | 0, | 上 时 恒 等 于 零 . 用 数学 归纳 法 可 证 :在 一 切 


/一 1] i 
“7 ,24 = 1,2,…) 上 和 恒 有 f(x) 圭 0. 于 是 得 ,在 [0, 十 ce) 


上 /GCCz) 三 0. 

证 法 2 用 反 证 法 证 . 

车 f(x) 和 关 0, 则 3 zeE (0， 十 ceo) 使 Arzo) 关 0. 不妨 设 
f(zo) 盖 0 (Cr 过 0 类 似 可 证 ). 记 X= 二 inf{x|(x,xo) 内 (x) 
> 0}, 由 连续 消 数 的 局 部 保 号 性 知 (x1) 一 0, 在 (zzo) 内 / (x) 
> 0. 


令 g(r) = Inf (x) (rz € (rTo), 则 |g (x)| = FI< 


4, 故 在 (ziyzo) 内 ,glx)| 声 MM. 但 mf 7) 二 f(z1) 二 0, 从 而 
limg(r) 二 一 co, 与 1(7) 二 0 矛盾 . 


例 31 设 消 数 J(r) 的 导数 广 (Cz) 在 [a,b] 上 连续 ,证 明 : 存 
在 第 数 了 全 0, 使 | /zi 一 Cr 委 区 | 一 Try Eco 
证 ”由 /A(z) 在 La,b5j] 上 连续 知 ,/(7) 在 [a,b 上 有 最 大 值 . 
设 工 = 二 max|/(x7)|(txr eE fa01). 依 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 
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fT) Oo fs) = fT Om 7 EE (Cryz)C (a,b). 
Bp fr) Oo flr)| = frm zl Lr oo rl. 
例 32 设 太 7 门 在 (一 ,十 cc) 上 可 导 , 且 存在 将 数 ca 和 
ds03《adl 之 ud) 使 得 
lim LAGz) 一 (7 十 加 让 一 0， lim LACz) 一 (oz 十 b)] 一 0. 
证 明 :YcE (al,4;), 导 ,使 广 ( 一 上. 
正身 lim 人 a lim A 和 lm Ac) 一 TO 


Te co im I— — ce .起 


jz) 一 / (0) 


-一 ct 1 二 lim 


A 二 az( 由 /(x) 的 连续 性 知 ,f(0) 为 有 限 
数 ). 于 是 ,Yec E cava), 3 X <0,X, > 0, 使 
(X11) — /f(0) f(X,) 一 f(0) 


x, < 和 Cc， xX， > 
依 拉 格 妓 日 中 值 定理 ,3 本 EC (Xl,0),¢, €C (0,X，) 使 
.4 ) 和 (0O) 1 入 ， 机 0 a 
Tf < fe) > 


由 闭 区 间 上 连续 也 数 的 介 值 定理 ,Ij EE€ (1,6,), 使 (6) 二 = 区 . 
例 33 设 1(r) 在 La,b] 上 连续 ,在 (a,b) 内 有 二 阶 导 数 , 证 
明 :3 é CE (a,b) ,使 


GO) ~ 2f j++ fla) 
证 ”将 上 式 左边 变 形 , 得 
f (2) -27|s 于 | + fa) 
4 了 械 2 
2 


_ Oa) 1 
=- (8). 


CQ 十 岂 
2 


= f(b) 一 / 

A 1 a 二 0 

z — |/ a + 二 |- 1 
故 引入 辅助 函数 PCz) = je 
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| 一 f(x), 对 


， 
1 一 2 全 + 一 中 | 一 wo)， 
在 | ,了 “| 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
《 2 A L 所 六 一 -: 
HO EAA | #1) 一 本 


上 


EA 3 一 /GD) “(再 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ) 


= /+ a 


0—~a ba 


2 2 


2 一 一 


2 


= /"(é ) 中 一 CE 一 02 本 E (a,b). 
例 34 设 > 0, 证 明 :3<E (a,5), 使 
ae 一 be 一 (1 一 5c(a — Db). 
le 一 le 一 (1] — é¢)e i 了 一 加 ， 


在 | 于, 二 ] 上 引入 辅助 函数 /Cr) = xe”, 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 
即 得 上 式 . 再 变形 (两 边 同 乘 以 a5) 即 得 
a — be = (1 — ei(a—b), EE€ (u,b). 

例 35 设 /(7z) 在 La,b」] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 导 , 且 /ea) 一 

fw) == 1, 证 明 :3 ,7 € (ap) ,使 
er [f+ f= 

证 ”上 式 可 化 为 [ff0O7) 十 了 (7)] = ei, 为 此 ,引入 辅助 隙 数 
PCzr) 二 =e /f(x). 由 题 设 知 F(x) 满足 拉 格 朗 日 中 值 定 理 条 件 , 且 
F(a) 一 ea) 一 6 一 ee) = ,因此 ,I 7 € (a,0), 使 


, pr bp ad 
CO 一 Fe 十 Po 


pbp—u pp—uad 


又 g(7) = 在 [a,b] 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 , 故 3 6 
和 (a ,0) ,使 
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e' 一 8 
0 一心 
综 上 所 述 知 ,了 j ,7 E (a,0), 使 
ez[L /7) 十 三 (1] =eweT [f+ /7 = 0. 
例 36 设 /(x) 为 非 线 性 函数 ,在 La,bj] 上 连续 ,在 (a,6) 内 可 
导 , 证 明 :37E (a,0), 使 
pal> LO=L0| 


dd 


< 


— 人马 。 


证 ”引入 辅助 函数 
FOr) = /az 一 fla) 一 六 人 一 7) 


由 于 / (zx) 韭 线 性 ,F(x) 和 0, 故 了 C 本 (ap0) ,使 Fc) 了 天 0O., 而 
F(a)= F(b)= 0. 


设 F(c)>0CRGc)<0 类 似 可 证 ). 在 [acj 与 L[c,5] 上 分 别 应 


(TC— a), 


用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 得 
Fé) = 0, §€ (aio， 
FED = FOE) 0, 8,€ (eb) 

而 F'n) = 7 (7) 一 LOLA®, 

即 MA 

所 以 1 2) < LOEHY < ps,), 

从 而 | 人 多 二 | max(] PE), 7 CED) 1) = LPGD1 


例 37 设 /(7z) 在 [0,1] 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 已 知 /(0) 
= 0,7(D) = 1 证 明 :Y a,6 这 > 0, 了 j €,7€ (0,1), 且 关 7, 使 


pa + PG) = 《+ 
2 


a 
2 十 
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连续 ,由 介 值 定理 知 ,3 :+ € (0,1) ,使 /GD) = i 


在 区 间 [0,:j] 和 [1.1j] 上 对 /f(x) 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 
得 
/1m— 100)= 0 0), $$E€ (0,1), 
/0 /0 = f(T m1), 7€ (0,1). 
由 于 /0) = 二 0,f(01) 二 1, 所 以 由 以 上 两 式 可 得 


一 /7 人) -一 一 _1—J/0) 1 
ree eM 
于 是 ,将 前 后 两 式 两 边 分 别 相 加 ,得 
ee— a 0 | 
1 = (a + 5) f'(E) TT (a + 6b) f'n) 


即 PE + PO = a tb 

例 38 设 函 数 /Gz) 在 工 = ro 点 的 某 一 邻 域内 可 导 , 且 其 导 
数 f(r) 在 .ro 连续 ,而 过 Xz 过 BG = 1,2,…), 当 nn 一 oo 时 ， 
a, 一 To;P, > ro. 证 明 ， z 


im LB 二 Tao -Per 


证 设 {@,),{B,) € CCro), 则 依 拉 格 朗 晶 中 值 定 理 , 有 


| 3, ) ~ 一 | jg 
人 = f/f(6), oo <6, < ph,. 


已 知 é, — 0 多 f' (x) 在 To 连续 , 即 万 (ro) 一 lim f° CT) ,Pr 
Pi 二 一 二 ee ) 


HH 一 1 


例 39 没 f(x 在 (a,6) 内 可 微 ,六 (x) 在 (ua,6) 内 有 界 , 证 明 ， 
f(z7) 在 (4,6) 内 也 有 界 . 
证 ”因为 1 (7) 在 (ua,0) 内 有 界 , 所 以 VY rE (Ca,0),3 M, > 
0, 合 f(r)| 过 Mi.. 
又 由 /4Gzr) 在 (ap) 内 可 微 , 必 在 (a,b) 内 连续 , 则 当 取 定 x。 
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= limf" (&,) = limf’' (rx) = f (zo). 


时 ，/ (rs) 为 一 定 值 .不 妨 设 m 一 于”, 则 /| “| 是 定 值 

任 取 > 和 (a0) ,县 xz 关 xxo;y 则 在 Lx ,roj( 或 [xo,T」] 上 ,f(x) 满 
足 拉 格 朗 日 中 值 定 理 条 件 , 恒 有 

fr) 一 yz 一 大 Jr 一 To EE Crzo) (或 (ro ,IX)). 
所 以 fr) Oo fro) | | 7) Co fr) | 
= |f(E)||Izrom zl RM,Ib om al. 

即 ep NA) Me al =M. 

例 40 设 /(z) 在 La, 十 吕 jj 上 二 阶 可 微 , 且 f (4a) 之 0, 了 (a) 
过 0. 当 之 a 时 ,有 J 了 (zx) 过 0. 证明; 方程 f(x) = 0 在 [a, 十 co) 
内 有 惟一 实 根 . 

证 ”由 (7) 过 0 知 ,f(x) 单调 递 减 , 即 当 工 汪 a 时 ,了 f(x) 
三 f(a) 二 0, 故 了 (x) 单调 递减 . 从 而 知 f(x) 在 La, 十 2) 内 至 多 
有 一 个 实 根 . 


因为 /(a),f"(4) 均 为 定数 ,所 以 a 一 大 (6 > < 且 为 定数 ,在 


oa 一 大 | 上 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,得 
必 - 玖 |-/@-7 一 的 |- 篇 


f' (a) f’' (a) f(a) 
Ca) 
<rfa)| re fla), 
r{, f(a) 、 j Ca) 
于 是 fia Frea) < 0. 因为/ (a) 0, 故 在 da reay 内 ， 


f(x+) 至 少 有 一 实 根 . 

综 上 所 述 ,命题 得 证 . 

三 、 柯 西 中 值 定理 的 应 用 

由 于 涉及 两 个 函数 的 问题 , 柯 西 中 值 定 理 的 应 用 要 比 罗 尔 定 
理 与 拉 格 明日 中 值 定理 的 应 用 来 得 复杂 . 特别 要 注意 的 是 ,在 一 个 
命题 中 如 何 分 离 出 两 个 恰当 的 函数 来 ,使 函数 既 满 足 柯 西 定理 条 
件 , 又 使 命题 的 证 明 ( 或 计算 ) 变 得 简单 易 行 . 柯 西 中 值 定 理 经 常 
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要 与 其 它 定 理 一 起 使 用 ,所 以 分 析 问 题 时 要 注意 层次 性 . 
例 | 41 设 函 数 orz) 在 |zriyry | 上 可 导 , 且 zs 盖 0: 证 明 : é 
€ (XI ,Ta ) , 使 


] 过 
4 OCT1 ) PX) 


1 


一 (6E) — Ed (6€). 


.二 


解 ”引入 辅助 国 数 /zy) = CT, g (7) 一 一 ， 因为 zz; 之 0， 
所 以 在 [Lxi,x」] 上 不 含 工 = 0 的 点 . 显然 ,f(z),g (zx) 满足 柯 西 中 
值 定理 条 件 , 故 了 jE€ (zi,72), 使 
flr)— fm) fCé) 


TX» 一 XI CE) 
PT ) PX1) 2) 
0 2 1 
1/72s 一 1/x 一 7 
于 是 | (6) 一 éq (6) 
一 Sj 。 
1 42 P(X1) p(T, ) 了 


5 引入 辅助 图 数 的 方法 通常 是 :将 所 证 结论 (等 式 或 不 等 式 ) 变 
形 , 分 析 变 形 后 的 等 式 或 不 等 式 找 出 恰当 的 函数 . 较 简 单 的 情形 ， 
可 直接 选 等 式 或 不 等 式 的 一 部 分 作为 辅助 函数 ,或 将 式 子 的 一 边 
移 到 为 一 边 作 为 辅助 函数 . 本 例 就 是 将 欲 证 等 式 左边 变形 为 


1 | 2 | xz FXIONTT 工 
Ti Tp(r) OCTy) | 1 2 ks 二 |， 
从 而 找 出 辅助 函数 (zx) = 时 2 ,g(z) 一 上 . 
例 42 设 哨 数 / 在 x 二 0 的 某 邻 域内 n 阶 可 导 , 生 /(0) = 
/ (0) = 二 /00) = 二 … 二/f*-?(0) = 0. 证明: 
f(r) 一 三 er, 0 € (0,1). 


让 令 g(7T) 二 2, 则 f(r),g(7) 在 [0,xj] 上 满足 柯 西 中 值 
定理 条 件 , 故 
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/Do PE PE NO TED _ 
orp 人 GD 一 Jorb(0) AY) CO) 


人 De 1，) g"- 1 (0) TT 他 人 (&E 71 1 
式 中 6， = Or CE (0,7), 0 © (0， 1). 


PT 
例 43 设 函 数 了 在 [te ,oj 上 连续 ,在 (e,O) 内 可 导 , 证明 : 
二 人 19 € (a ,0), 合 
Pm (zi = — (6 + a) LE (2 ) 一 (三 十 cc 十 da ) 大 S 
2 


Ts 


证 ”因为 / (x) 0 上 满足 拉 格 朗 日 中 值 定理 条 件 , 故 
41 和 (ay 0) ,使 


; f 0)— fa) 
f' (x) 一 A fe) (个 


又 令 gCr) = hr) = 对 f(r) 5S g(r) RR f(z) 与 ACz) 
分 别 在 La,;5j」] 上 应 用 柯 西 中 从 定理 ,得 


ff fa)y fr) fH) fla) f(r2) 
gp) 一 一 g(a) gy) pb? 加 a? 本 2.r， 9 4 € (a ,0)， 
/0) fa) fr) SE) 一 Fe) f(r) 
(0) — h(a) hh! ter) pb a 一 3 4 3 和 (a ,7 六) ， 
2/ - (b+a /2) Cr) 他 
a 2.7， < 
一 I 
A 二 /ae -~ (人 十 cp 十 a) / 人 3) 
ft dd 3.T3 
比较 式 中 , 式 @, 式 3) 知 ， 了 TT Ts 全 《cz ， 六 ) ， 使 
fx) 一 (十 dc ) A 一 《8 二 ap 十 a 二 人 


请 读者 尝试 证 明 关 似 命题. 若 函 数 了 在 [个 上 连续 ,在 人 , 
内 可 导 , 且 0<<c<0, 则 3 了 zzrzzsE (aa:0)， 俩 


广 (Ci ) ) 亏 / 《rz 一 m/e) mf'iCr 
2.rl 


= (+a dx dr a 
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例 44 设 函 数 六 xz) 在 Lc,O] 上 可 微 , 且 < 与 42 同 号 ,证 明 : 了 “ 
€ (cp) ,使 

(1) 2¢[ 0) 一 1) |= (0 ~ a)f (06); 
nf) 
/= f(a) /2 


(2) {60)— f(a)=s 


证 (1) 将 欲 证 等 式 变形 为 和 若 , 需 引 和 人 


辅助 函数 g(r) 一 工 . 于 fa 在 (a,6) 上 清 足 档 西 中 信守 
/CO) fa) __ fC6) 


太一 4 2€ ， 
下 2 [Lf 66) 一 ja 一 (人 一 人) (6). 
(2) 将 欲 证 等 式 变形 为 志 97 二 丰 9 一 二 生 >, 知 需 引 入 本 


助 函 数 g(x) 二 In|x|. 由 于 f(x),g(x) 在 (a,6) 上 满足 柯 西 中 值 
f(5)— fla) fC(é) 
In|b| — lnla|l 1/é 
即 f(D) 一 Fo = 名 | 二 | = 人 2)7 6 
例 45 若 Jz) 在 (ea, 十 ce) 内 可 导 , 且 lim [f(x) + f' (x)] 
= 0, 证 明 : lim f(r) = 0. 
证 由 式 [f (x) 十 了 六 (x)je" = [f(x)e*]} 出 发 ,考虑 引 人 辅 
助 国 数 天 (z) = 二 f(xr)e*,g(X) 二 e". 显 然 ,pg' (Xx) 关 0. 
由 lim Lf (zx) 二 (Xx)]= 二 0, 知 Ye 守 0,] 外 守 0, 当 zx 守 六 
时 ,有 |f(x) 二 (x)| < e. 
对 并 盖 X, 在 LX,zj 上 应 用 柯 西 中 值 定 理 ,得 
OZ) 一 上 CAX) FS) 
frr) 一 BOX) gE€) 


rr AN -xz ve x 
pn Le 一 /4z)e 一 一 /De ~ /Xe ~ f/f(€) 十 _ PCS) 


1 一 ee CC 一 已 


) 一 EC6)， 


EE (X 7)， 
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或 TfC72)| |e 十 |/ 十 (人 | 十 6 ). 
由 于 lim ex 二 0, 所 以 XXX, 当 了 > 和 时 ,有 er < 
Te 十 <5 
e 和 ce* 7 过 1. 于 是 ,VY XXX), 使 
[fr)| |f(X) le 2 = (|/(X)| 十 2)6， 
Ep lim f(r) = 0. 
Tr 十 < : 
例 46 ” 设 h 之 0, 函数 /在 [a 一 ha 十 h] 上 可 导 . 证 明 ; 存 在 
<E (0,1) ,使 得 


/+ 2 + /tah = f'(a+0)— f(a— Oh). 


(2) 设 范 数 g 在 点 a 二 阶 可 微 ,证 明 
1 g(a 十 中) 一 8) 十 ga 一 不 ) 


h-—*0 


= pg" (a). 


证 ” (1) 引 入 辅助 函数 f(r)= 二 /f(a 二 xX) 一 f(a 一 7),rE€ 
E (0,1) ,使 
/vd 十 由 一 21(o) 十 VCa 十 有 FHA) 一 下 (0) 
h 六 一 0 
— FC(OFA)= f(a + on) f(a — Oh). 
(2) 由 题 设 限 数 g 在 点 a 二 阶 可 导 知 ,在 U(ro) 内 gz) 连续 
并 有 一 阶 导 数 , 任 取 h€ (0,6) 并 令 
FF(r) 一 8 十 XX) 一 2g(a) 十 g(a 一 XX),， zx € [0,h], 
GCT) = x*, 
则 FCr) 和 GCx) 满足 柯 西 中 值 定理 条 件 , 故 3 €〈(0,h), 使 
AN) 一 0) EC 十 站) 一 28(c) 十 ga h) 
GA) 一 CC0) 由 
FO)_ 8 十 5 一 ga 一人) 
(7 (€) 25 
而 A 一 0 时 ,5 一 0, 且 gg 在 a 二 阶 可 导 , 故 
.GOR) 一 0) ga 十 A) 一 2g0c) 十 ga h) 
im Go) 600) = um 大 
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i ,8 (a 5)— 8g (a5) 
0 2€ 

一 lim | (a 十 ) — g(a) 十 人 
a hh- 


5 -6 
一 - 方 [ga 二 g(a)|= og" (uu). 
例 47 设 困 数 / 在 (0,1) 内 连续 且 可 导 ， 有 lin! Vrf'(r)= 


0, 证 明 :/ 在 (0,1j 内 一 致 连续 . 
证 ”由 也 数 极限 的 局 部 有 界 性 知 ,3 MM 二 0, 和 0 二 cc 二 1. 使 
| Vr/ | MM, rE€ (0,c]. 
于 是 VY TT (0,cj, 且 zi 关 X;, 依 柯 西 中 值 定理 ,jE€ 
(X172) (或 (zz,X1)),， 有 
1 Cr) 一 Ar) 万 (5 


Vr Vr 1/(2/VE) 
上 [Vr Val=xn+r—2 ZI172 挟 、 | za 一 Xx;|. 


故 YED0， d= min | | | ， 当 TI ,TE(0,c|], 朋 
Xz 一 Z| 二 6 时 ,由 上 面 两 式 得 到 


[farD ~ fad <MI Vr Vn|<2MVIr x |e 
于 是 知 /在 (0,c] 上 一 致 连续 . 由 于 /在 (0,1] 上 连续 ,所 以 了 在 
[c,1] 上 连续 ,从 而 在 [c,1] 上 一 致 连续 . 于 是 了 在 (0,1] 上 一 致 连 
续 , 

例 48 设 1(r) 在 [a,b6] 上 连续 ,在 (4a,5) 内 可 导 ,0<a 一 0， 
f(a) 关 了 (6), 证 明 ;3 EE€ (a,5), 使 


一 2 VE f(t), 


1 CQ& 十 On 
/ (一 一 7 万 (7). 


证 “将 欲 证 等 式 变形 为 人 (一 4) = 全 加 (6: 一 a) 知 ， 
要 引入 辅助 函数 g(x) = zx 和 名 (rz) = xz?. 在 [4,6] 上 分 别 对 
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f(r7),g1(X) 和 (x),gz(X) 应 用 柯 西 中 全 定理 ,得 


1 6) 一 Ca) = (a), 和 E (ay 0)， 


fb) 一 f(a) = Cp — 44), 7E€E (a,db). 


即 PC) = 3/ (0), 
例 49 ”证明 不 等 式 
1 二 zxln(zx 二 Vi x)> vli+r (rx > 0). 
证 令 f(x)==xlin(x 二 V1 十 zx),g(Xx)= V1l 十 Xi 一 1， 
则 上 式 转化 为 JCz)>>g(Cz) (0). 由 于 Jo0) = 一 0,g(0) 一 0, 对 


f(z) 和 g(x) 在 [0,zj 上 应 用 柯 西 中 值 定理 ,得 


f(r) AZ) 一 大 0) __ fCé) 
gz) g(r)— g(0) pf6)” 


于 是 jz) > g(x) 又 转化 为 六 (6) 盖 g' (8&). 因为 
1é) ln(E 十 VETFT) 二 6/ VIF 
8 (©) 6/ VI 十 盏 
二 Vv1 十 和 in 二 vv 十 全 ) 
e 机 


而 当 z > 之 6 之 0 时 ,去 VI 十 经 in(E 十 V1 二 到) > 0, 所 以 


(5) 
才 rE 6) 全 AZ) > g(r), 
即 1 十 znGz 十 V1 二 好) 人 > Vl++x’. 


请 读者 尝试 证 明 类 似 命题 ; 正明 不 和 式 
arctanz — In(l1 + rx)> ar/4~ ln?2, .rt € (1/2,1], 
只 第 设 /(7) = 二 ln(l 十 7T?),g(x) 二 arctanx, 在 [r+,1j] 上 应 用 柯 西 
中 值 定理 ,注意 到 z+ € [1/2,1] 即 可 . 
例 50 设 /(z) 在 La,bj] 上 连续 ,在 (ua,0) 内 可 导 , 有 自 ab 守 > 0， 
证 明 :3 5 € (ab ,使 
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b a 
fla) f (6) 
bf (b) — af (a) _ fC(é) + 6f C8) 
— 1/6 1/a 1/€° 


ab 
pbp—a 


一 ELf(€) + §7° (6€)]. 


知 需 引入 辅助 函数 F(z) = zz),G(z) = 一 二 ,在 [a,b] 上 对 


六 (rT),G(X) 应 用 柯 西 中 值 定理 ,得 
CD) 一 在 CQ) bf(b) 一 aa) FF'(é€) 1(€) + 5/ (5) 


EE ep pe 


GD) — Fla) 二 115 十 la GO 1/€’ 


a 


= $f CE) + Ef CE 
5 pew fe + ef 


例 51 设 函 数 / 在 (一 1,1) 内 可 微 ,f(0) =0,|f'(x)|=1， 
证 明 :在 (一 1,1) 内 ,f(x)| 过 1. 

证 ”引入 辅助 函数 g(x) = 二 xz, 在 [0,zxj( 或 [zx,0]) 上 (x € 
(一 1,1)) 应 用 柯 西 中 值 定理 ,得 


f(r) 一 (0) 人) 7 
gr eo 1 /7s. 


因为 /(0) 一 0,g(0) 一 0, 且 [| 六 (zz)| 声 1; 所 以 


f (zx) 
SCZ) 


二 


= |f OF EID ES Izl<L1. 
第 二 节 ”党 必 达 法 则 


主要 内 容 


洛 必 达 (LL'Hospital) 法 则 用 于 求 未 定式 的 极限 . 以 下 七 种 类 
型 的 未 定式 可 以 利用 洛 必 达 法 则 来 求 : 
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2 中 < 已 D 
, ， 0U。co，oco 一 co 0 ,1™ ,oo 


CX 
OO 


0 
0 


Q 有 
1. 0 型 未 定式 在 


(1) m/f(r) = 0， Hmg(7) 一 一 0; 


TAn 


(2) 1,g 在 U(xzo) 内 可 导 , 且 g(x) 汉 0， 
(G3) lim 万民) 


1 Tz) 一 一 A (4 为 实数 或 十 coo ,co) 3; 则 
f(x) f(r) 
A gr) lim grez) 一 
定理 对 极限 过 程 + 一 x+ ST To ;TT—> CO0,T— co ,TIT—>C— Do 
要 稍 加 修改 条 件 (2)， 也 有 同样 的 结论 成 立 . 


(1) lim /(x) = coy limg(z) 一 col 


le 
aT < 


(2) /,g 在 Ur (zo) 内 可 导 , 且 gz) 天 0 


(3) lim 1 一 4 (A 为 实数 或 二 0,00); 则 


有 0- 
定理 对 极限 过 程 z- 一 zz 一 co 二 co oo 
的 情形 ,只 要 稍 加 修改 条 件 (2)， 也 有 同样 的 结 论 成 立 . 
3. 0“。 co 型 未 定式 ”车 
emf (x) 一 0， limg (zx) = Ce 


™o 


> f(z) 
化 为 lim/ x). “ g(xX) = lim Ves 


则 为 弄 未 定式 ,化 为 


, g(r) 
Lm/ (x) g(rT) 一 Hm Ves 
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则 为 三 型 未 定式 . 
可 用 以 上 方法 分 别 确定 极限 . 
4，co 一 22 型 未 定式 若 
limj (x) = limg(r) 一 oo， 


一 各 
车 [| 


0 LVgCr) 一 1/ACz) 
化 为 lim[7z) 一 5Cz)] = lim (Fg)) 


则 为 忆 型 . 实际 运算 时 ,一 般 均 可 通过 通 分 实现 
5.，1” ,0",co" 型 未 定式 ”一 般 为 赛 指 函 数 形式 , 即 fx)" 
形式 ,通过 取 对 数 化 为 g(Cz)in7(z) 形式 , 即 为 0. co 型 . 再 依 0。 ce 


型 未 定式 情形 化 为 < 型 或 2 型 , 即 可 使 用 洛 必 达 法 则 确定 极限 值 


疑难 解析 


.用 洛 必 达 法 则 确定 未 定式 极限 要 注意 哪些 问题 ? 

答 (1) 用 洛 必 达 法 则 计算 极限 之 前 要 先 确定 是 否 司 型 或 
一 型 的 未 定式 ,或 是 否 可 转化 ce 一 co,0 oo0,1”,0,o0 型 . 若 不 
能 转化 , 则 不 能 使 用 洛 比 达 法 则 ;和 褒 能 转化 , 待 转 化 后 再 使 用 洛 必 
达 法 则 . 

一 般 定理 的 第 (3) 条 不 进行 验证 ,通过 计算 可 以 确定 


AT) 日 下 
jim 5rezy 是 否 存在 ， 


(2) lim 三 (2 不 存在 ,但 仍 是 未 定式 时 ,可 以 继续 使 用 洛 必 
达 法 则 . 允许 在 满足 条 件 时 多 次 使 用 洛 必 达 法 则 ， 
万 不 存在 , 且 不 是 未 定式 时 ,并 不 说 明 极限 不 存在 ,还 


看 可 能 可 用 其 它 方 法 求 出 极限 . 例如 


lm, 
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.SCCTI CD | 
ma | 一 ) 
于 一 生机 1 tanx 


用 洛 必 达 法 则 结果 反复 循环 ,得 不 到 极限 ,但 
secXx 化 何 t ] 
my, tanx un sinx 


(3) 在 便 用 洛 必 达 法 则 之 前 和 之 中 ,要 不 断 对 函数 进行 化 简 ， 
并 配合 其 它 求 极限 方法 ,使 计算 过 程 更 为 简捷 . 例如 


oo LL | tan.rf 
一 -一 一 = | 
到 | 2 SeECTA 


ln tan7x |} LL 7sec” 1 | Beee 2 2sec’2x 
lin + | | 一 Hm ot tan7x | tan2x (化 向 ) 
1 7SIn2zcos2r _ |. 7 sindr van A 
ln + 2sin7xXcos7XT | ,+ 2 stnl4z 《等 价 无 穷 小 ) 
17 dz 
加 = lim 2 14x 二 上 


(4) 洛 必 达 法 则 只 是 计算 未 定式 极限 一 种 较 普 遍 的 方法 , 它 
不 是 惟一 的 ,也 不 一 定 是 最 简捷 的 ,所 以 在 使 用 中 要 认真 考察 . 例 
如 


SInr 01 LL ,,. sinx+ xcosr/ 0 
1nm (GOO | lim | 
"01— cosr!0 zx—0 SINT ,0 
LL ,, cos 十 cosz 十 XX(— sinx) _ ， 
TO COSX ， 


TSINX 


但 lim TGS 等 价 无穷 小 代 换 ) = lim 5 二 2, 则 不 用 洛 必 达 
法 而 更 为 简单 易 行 . 


方法 、 技 妃 与 典型 例题 分 析 


在 疑难 解析 中 ,我 们 讲述 了 使 用 洛 必 达 法 则 所 应 注意 的 问题 . 
而 更 重要 的 是 灵活 运用 洛 必 达 法 则 ,不 要 墨守成规 . 


.ln(l 十 1Az) |nsinx 
(1) dm arccotx  ， (2) lim (x 一 92)2 1? 
(3) lim Cz sind7 (4) jn 有 
Te cz 1 rl ln 一 工 十 1 
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解 (1) 是 二 型 未 定式 , 故 


| 一 忌 


1] 十 工 二 . ”1 二 +x |{% 
原 式 一 一 .mn 1 一 lm 7 co 
1 二 + 
L' pe 
人 一 


L COST 
原 式 lim sinz[ — 4(7™ 一 2z) 
L |; 1 一 Sinz 
ny 4 一 ?sinz 十 (rr 一 2z)cosZ 
__l1.l1__l 
4 2 8 


(3) 是 型 未 定式 , 故 
原 式 一 lim ( 工 十 了 X)(Z 一 T)Stn5Z 


esin x | 
|im 2T( 工 一 T)sStn5 工 加 
有 esinzr — 1 0 
了 ox lim sing5Zz 十 5(Z 一 TD)COS5Z 
2sinzcoszesin : 
了 px lim sin5z 十 5(z 一 "cos5T 
i 2sinzcoszesi = 
— ox lim sin5z 十 5(z 一 T)cOsS5 工 
rx 一 2SINnX 


(4) 是 型 未 定式 , 故 


原 式 二 lim 下 + DD 一 1 [2 
1 


二 一 DX 


L ii (nz 十 1]) 十 z 
| 一 1/z 


例 2 求 下 列 极限 : 
。209。 


er -一 ce 


_ (a > 0， > 0); (2) lim 


和 i * PF A sinx’ 
(3) lim < ”一 a 二 27) C4) lim arcsln 一 sinx 


Te ln(1 二 re0 arctanz 一 tan 


QT ! — a'lna 、 
aa" 一 na ] 一 lna 
er(ina 十 1) ] 十 jna…” 


0) 式 | -im ee | 


L er 一 COS2zesn+r 十 sinxe™” 
= lim - - 日 
工 -站 SInNnA (化 简 ) 
ez 一 COSzresimnz /0 
一 ] 十 in 一 一 一 一 一 -| 一 
-0 Sin 并 QO 
L ] 4 lim ex 十 (siINn2X 一 COsir)e™ 
了 一 二 站 COSH 
一 1 十 0 二 1]. 


rz>*0 2X/(] 二 Xx’) 

li 二 x 时 一 (十 2z) 5 
r+0 2 a 

Lr 1 1 


2 “=F'2=1. 


| L 1/ vv1 — COSX 


Fa A 一 172 
(3) 原 式 | 了 im 一 人 1 十 2Zz) 


—== |im 


-0 1/(1 十 = 二 sec?’ zz( 化 简 ) 
(] 十 Xx)cos’r |， 1— YV1 一 cosrz 


rr*0 Vx x0 cos 一 ] 一 人 当 


L i TCcosr/ Vl—zr + vl ri .sinr 
/NI XT VYlT7 * SN 


(4 


河 
外 


加 


Ir-0 一 SIN2XT -一 2 人 
一 1] . cos 十 (1 一 sinyr /0 
;0 V1] 一 区 J sin2X 十 27 0 
1 | COIST 一 xsinz 二 (1 一 xz)cosy 一 9rsinr 
——— |ina 
t+—0 2COS2XT 十 2 
ll 1 
2 十 2 2 


例 3 求 下 列 极限 : 
(1— Vx) Vr) — Yr) 


(1) lim (] 一 TD) 
(2) lim ~ Vz 
工 ~ 一 -一 二 
解 (1) 本 型 未 定式 . 先 分 解 因 式 再 求 极限 ,有 
3 
厦 式 二 lim 1 Vz ,1 YI 1 1 Yr 
1 ] | 1 一 | 1 -全 人 
L' 1 ， 1 
3 三 7 Vx! 
1.1..1, 1 
2 3 n ni 
0 (2 — 47T)/(2 Vor — zi) — 1/(3 Yr’) 
(2) lo) lim (2 — 47)/(2 V2z — x) 1/(3 Ye) 
0 i /0 水 工 ) 
一 2/2 一 1/3 _ 
— 3/4 
例 4 求 下 列 极限 、 
ln(a 十 be’) , er 一 2zarctanZ/T 
(1) Lim a (2) im er 
lIntan7zx 
(3) Him + lIntan2xz" 
L be” 2px 
(1) 原 引 一 lim /2x 
机 toa be 7 | Va + bx’ 
b 1 
=1/ 一 = -天 . 
Ve Ve 
(2) 原 式 | 空 | L i ez 一 2arctanz/™ 一 27zLx(CL 十 x?) | 
0 + 一 十 co e 一 


== ] . 
L 1l/(tan7x) » sec’*7x。7 
(3) 原 式 | 空 lm 1]/(tan27x) *« sec’*2x 。2 
7 tan2z :ff ,2 


-lim in 一 mn 王充 一 1 
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例 5 求 下 列 极限 : 
1n 


(1) lim -ise -1 , (2) lim ©—; 
ba 


了 -十 ce 


(3) lim SE (p> 0,4> 0). 
+ 十 co 忆 


解 (1) 作 变 量 代 换 w = 三 , 则 当 x 一 0 时 ,u 一 十 ,于 是 


0 u” LL 50u® fo0 
小 * | 一 li ~ lin J 
原 式 | 0 | Im ID er | 兰 
LL 和. 二 总 了 了 
—— lim 30° 9 -一 - 一 一 一 一 |im 20! 一 0 
ft 一 = 十 < 1 一 十 oo © 
(2) 原 式 | 三] 一 lim L 一 0 
7 十 co THA 


此 题 说 明 : 当 z 一 十 ce 时 ,大 图 数 了 袜 是 对 数 函 数 lnz 的 高 阶 无 
穷 大 . 
(3) 当 为 正 整数 时 ,有 


co L LX oo) L AAA 1)x /oo 
pan 
L L | 
Tn yer= 0 
当 p 不 是 正 整数 ,但 [xy] 二 yy 过 [十 1. 易 见 
| 个 [Lo 人 [二 1i 
dm, ew 一 mn. er 0 


.让 


由 追 迫 化 性 ,lim_ 演 一 0. 所 以 , 当 4> 0,w > 0 时 ,lim 玉宇 0 
此 极限 说 明 , 当 x 一 十 oo 时 ,指数 函数 e*(4 汪 0) 是 宕 畏 数 x 
(8 放 0) 的 高 阶 无 穷 大 . 
例 6 求 下 列 极限 : 


(1) lim cot?x ~ 一 加 ; (2) lim 了 | 
0 这 re] EE yo | 
解 〈1) 原 式 (oo 一 0) 一 im 一 | 人 
工 下 
-二 lin 2zcotZ 一 工 2cotz 一 cscz 
一 从 IT 
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.COS*XSINT 一 XTCOSX . CosrTsinT ~ TT/ 0. 
二 im 一 一 一 一 一 一 一 一 一 nm 一 一 一 一 一 一 | 一 
子 一 = 介 St . 志 Xz—0 pA 0 
LL .一 sinzrz 十 cos 一 1 .一 2sln 
一 一 im 一 一 一 一 一 一 一 一 1m 一 一 一 
TI» 人 0 3 了 一 站 了 并 
一 一 2/3. 


. TO— 1 lnz 
(2) 原 式 (oo 一 oo) 一 lim 有一 In 
-二 lim ll 
1 lInzT + (7 OO— 1)/r 
一 m1 一 im 一 二 
rinr 十 并 一 1 0 -x1 lnxz 十 2 2 
例 7 求 下 列 极限 : 


(1) lim z| | 1 十 < 
I 下 十 co 机 


0 
0 


1 


Gl/ 1 | 


2 


(2) lim 号 一 arctan3x 人 < 
上 了 一” 中 ee 


j/r 
解 ” (1) 原 式 (0 . co) 二 lim | 


f+o0 1l/x 
1 _ nlir 2 3 
[i ei “(3/7x’ + 2/7:) 
TT 二 co 一 1 [rr 
= lime .|3+ 计 |=3e"=3 
工 玫 十 二 
_ 2 
(2) 原 式 (0 .co) 二 lim /2 — arctan3z | 
并 了 二 55 1/x 0 
LD ,67/( 二 37’)* . 3 和 2 1 
一 一 一 一 ] 一 一 一 一 一 一 一 一 二 
to — 2/7’ Lim ] 二 ax 3 
例 8 求 下 列 极限 : 
。 TT 1l/zx 
(1) lim x™ 1, (2) lim 二 一 arctanz ; 
人 To 2 
(3) lim (XTX 二 371); (4) lim tanz" nt™™. 
i r=-0t 


解 ”等 指 函数 /(z)r 为 0,1”,co? 型 未 定式 时 , 求 极限 时 要 
用 取 对 数 方法 ,化 为 0. oo 型 再 化 为 二 型 或 之 型 ,用 洛 比 达 法 则 求 
出 极限 . 但 是 ,在 书写 上 有 两 种 形式 . 
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一 种 是 写成 lim f Cr)™ -一 ]inml er nf tz) — lin nf tr) 的 形式 ， 再 


i In fr -1 
将 其 化 为 "55, 求 出 极限 . 
一 种 是 写成 limgCr)lnf(Cr) = lim A 后 ， 册 与 成 


lim f Cr)™™ — lim nf tz) 的 形式 . 
相 比 之 下 ,后 一 种 写法 看 起 来 简单 明了 . 
(1) 因为 lim (xz 一 1)inz= lim Ce"™ — 1)lnr 


一作 工 下 习 
ztnr 
一 lim ln = lim zln’z 
了 0 十 A 0 
. lnirx/OYL ). 2nr:1/xr 
一 1] | 一 -| 一 -一 < 一 一 一 
lin 也 | lim Eu 
， Inx 1 oo 元 l/r 
=— 2 lim 2 — — 
0 
所 以 lim ze 7D = ee = ], 
r--01t 
( a ， l 区 OO 
2) 因为 lim ln 了 -一 arctanz| 四 
EL . 1 一 1] 
nm, TX/ 2 一 | ] 十 加 
r-+X/A2 一 arctanyr | 0 | 
27/(0 + ji 27 0 
+m 1/(i 二 + x) t+m1 十 x 
l/r 
所 以 lim 5 一 arctan 一 e 一] 


《3) 因为 lim lncr 十 33) 号) 
T- 十 2D 杭 CO 


EA : 1 Co 
im 了 二 sl 十 3"ln3) 


了 3zlnz23 
| | 人 
te 1] 十 3*ln3 in3， 
所 以 im (rz 十 3 = er 一 3. 
i 
(4) 因为 lm ln(1 — x)lntanx (0 。cc) 
二 让 
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ji Intanx 局 
nt l/ln(l 一 民 ) 3 
L ji l/tanzx 一 l/cosix 
or /LOI 一)lnz(] 一 .z)] 
— lim In (1 —7) 二 2 10. 
r=0™ sinx | 0 
1 《一 1)2ln(1 一 z) 
-ln or 一 0， 
所 以 lim tanzntd 0 一 eo 一 1. 
TO 二 
TI Es rz! l/r 
(1) lim ,da>0,0>0,c > 0. 
A 于 加 网， HA 
(2) lim 全 二 人 ;1 0d; 这 0 ,ad, > 0. 
解 (1) 因为 ”lim zln| 
+0 3 
i jn(a* 二 十 c*) 一 1n3 0 
二 个 .二 Oi | 
-二 lim ne +t blnb 十 clnc 
x2-*0 a 十 入 十 人 
/ 
_ nd tn 一 ]n 3/ape., 
4' T+ l/r 3 
所 以 im| 人 二 + _ el AR /Be 
(2) 因为 
lim A | 0 
re0 民 7 可 
一- im na + + orlna, 
0 十 a 十 二 a” 1 
一 |na, 十 |na, 十 … 十 lna, = 二 ln (ayas ea, ) ， 
所 | lim| 四 和 一 - el eu ) 一 CC 


例 10 求 下 列 极限 : 
“ 215， 


(1) lim | arctan ntl 本 | ji 十 ] 
no n 4 
in( 十 1/1) 


) lim 
(2 je arccotn 


解 对 数列 {x,} 的 情形 , 若 把 x, 看 作 整 标 冰 数 JG2), 则 了 (x) 
是 (x) 的 特殊 取 法 ， 因此 ， 可 先 求 lim / (x)， 再 令 工 一 n， 得 
lim f G1). 


He Co 


. ， 十 1 | 0 
(1] ) lim f(x) 一 -一 一 一 人 = | | 


十】 
7 十 1 ] 
= 1]im 一 一 一 一 -一 -一 一 一 -一 
7 一 .Z/ /二 十 
Sim YT | 
1 十 oo 人 《2 人 十 pa 十 1) 
了 1 3zrvr 二 1 3 1 
z+ 十 4z 十 】 6 2 
所 以 lim| arctan 人 一 一 | vi 十 1] 一 3 
(2) 因为 
t In(1 十 1/z) | 0 ] 
im 一 一 | 一 
rr*+ece ArCCOt7 U 
im TO) jm 1 十 二 -1 
i 十 co 和 1/(1 十 Xx*) ea 十 x” ’ 


一 1]. 
Hr oo arccotn 
在 以 上 的 例题 中 ,我 们 在 使 用 洛 必 达 法 则 的 同时 ,还 使 用 了 两 
个 重要 极限 ,等 价 无 穷 小 代 换 变量 代 换 、 有 理 分 式 销 数 时 ce 的 次 
数 比 等 方法 ,从 而 迅速 得 出 结果 . 这 就 要 求 读者 熟练 掌握 求 极限 的 
各 种 方法 和 综合 运用 能 力 . 


] -二 C1 


一 4 ,人 确定 C. 


“。 2160。 


解 ”是 二 型 未 定式 , 依 洛 必 达 法 则 ,有 


LL , Ce™ Cr 
原 式 一 一 lm - / 
1-* 十 全 CO 


l 十 A 1 十 CT 
i Vw1 十 ez 
一 la 一 一 -~ 
xz- | 二 CQ ro CT 
et Cc VC ] 
一 lm 一 。 一 ， 
rz-+ce 十 C Ve 
\ 上 ] 
上 = 一 一 > 1 二 一 一 一 。 
所 以 大 4 之 ( Te 


例 12 设 j(rz)= 二 二 十 In(] 一 7X ),g(7X7) 一 4 若 当 过 一 0 


时 ,jz) 与 g(x) 是 等 价 无 穷 小 . 
解 。” 由 是 设 , 得 


i f(r) | a 1 ln zx) Jim 37’ — 37x°/(] — ri) 
rr SI) z=0 Ax” x0 nAx”" ! 
一 37” ， 一 3 
一 im 一 一 一 -一 -一 一 ~” 一 
zr0 Anz” i(l1 — x) = lim Anz”" ° l. 
故 知 /一 6， 4 一 一 3=>4 一 一 也 


例 13 设 隐 数 /(z) 在 点 x 二 a 的 邻 域 内 有 连续 的 二 阶 导 数 ， 


且 广 (c ) 泡 0, 证 明 、 


1 1 ff" (a) 
lim| -~ 1 |- cc) 
le ) 一 /(a) 一 云 一 Fa 2[ f° (Ca) J 


= lim oe/ ta) 一 [Cr) fa) {0 
原 式 = mn [f(x) — f(a) lr — a)f' Ca) [| 


机 f (a) — f' (zx) 0 
ra f (Tr a)f a) 十 [Cr) — f(a) |]f' (la) 器 
im 
ra f Tra)f Ca) + 2 (r+ fa) 
f(a) 
2[Lf (0) 
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例 34 证明;: 芳 国 数 /rz) 在 点 工 有 二 阶 导 数 , 则 
ji f(r 十 有) 十 f(z 一 由) 一 2/GCr) frery), 


fi--= 站 h 
证 ” 先 应 用 洛 必 达 法 则 ,再 依 导 数 定义 ,有 
| A 
im 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 一 
h--0 i OO | 
.f(r 二 hh)—f'(r— hh) 
Lim 2h 


一 工 lim| 人 + 和 一 人 + 人 


一 3[Lf"(z) 二 (xr) | = f(r). 
例 15 设 晃 数 y 二 (xz) 的 二 阶 导 数 连续 , 自 f(x) 二 0, 了 (0) 


=0,/'(0) =0. 求 im ,其 中 u 是 曲线 y= 二 /Cz) 上 点 


P(x,f(7)) 处 的 切线 在 xz 轴 上 的 截 距 ， 

解 ” (1) 先 求 x 的 表达 式 . 由 题 设 广 (z) 盖 0 知 , 万 (z) 是 严格 
单调 增加 函数 . 又 由 f/f(0) = 0 知 ,t 关 0 时 ,六 (xz) 关 0. 曲线 y= 
f(z) 在 点 P(r,f (7X)) 的 切线 方程 为 YY 一 f(x) 二 (xX)(X 一 Xx)， 


当 Y = 二 0 时 , 即 得 切线 在 z+ 轴 上 的 截 蹈 ;x 二 x 一 #5 


(2) 计算 lim 广 . 因为 利用 洛 必 达 法 则 ,得 


mu = lim| zx — fF = lm ~ lim esl 四 
一 一 =— P00) =—0 
im lim|1 一 地 区 |=1 一 吉 才 如)|[33 
-一 1 一 lim pre yes 
f'(r)/r 


一 ] 一 lim 


“of CT)/r + f(z) 
* 2]8。 


1 /0) -1 1-_ 1 
fA"(0) 十 /"(0) 2 2 
(3) 求 lim es 应 用 党 必 达 法 则 ,得 
1 | ?| tin CC A EC 
ro f(x )[ 6 rr 站 过 f(x) 
frre) 1 [fF CF 一 /CS 7) | 
= lim Lf (7)] 
r—0 f' (x) 


Cf GF TF Cr) 

-mT 

一 lim | PCz) 。 EAC 。 [OA QO/u ,uu | 
工 一 全 


综 上 所 述 ,最 后 得 
Z (xu) f (u) l] 1 
im = lm lim R= 2 = 7 


主要 内 容 


1. 泰勒 定理 ” 若 函 数 了 满足 下 列 条 件 : 
(1) 在 财 区 间 [La,2j 上 函数 上 有 直到 产 阶 的 连续 导数 ， 
(2) 在 开 区 间 (4a,0) 内 函数 有 有 十 1 阶 导 数 ， 

则 对 任何 x,x。E (a,6b), 至 少 存在 一 点 € (a,b), 使 


Hz) = fr + f(r) (rr) + Se 一 ro 十 


(CT ， f° ve 
i 


(x 本 ba 
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泰坦 定理 又 称 为 泰勒 中 值 定理 . 等 式 称 为 图 数 / 在 x。 的 泰勒 


公式 . 


P(x) = fro) f(r) (TC xo) 十 / 2 Cr 一 Xo)’ 
十 、 “+r 0) 
称 为 / 在.z 的 泰勒 多 项 式 . 
CE 


R(T) 一 C1 一 .zo) 入 称 为 了 在 Xo 处 泰勒 公式 的 余 


项 .< 一 站 十 0Cz 一 zz);0<0 二 1 
2. 当 ) 关 一 0 时 ,泰勒 定理 即 拉 格 裔 日 中 值 定理 . 
3. 泰勒 公式 在 ze = 0 时 称 麦克 劳 林 (Maclaurin) 公式 . 
4. 种 皮 亚 诺 (Peano) 型 余 项 的 泰勒 公式 。 车 防 数 了 满足 
(1) 在 点 re 的 某 邻 域 U(xo) 有 直到 4 一 1 阶 的 连续 导数 ， 
(2) f(xo) 存在 ， 


Rf Cx) 一 f(ro) 十 f (Cro) (rx — ro) 十 


(n) 
十 、 .1 (To) to aa EULCro). 


S. 共用 的 初等 数 的 到 芝 林 公 


人 


(x 一 0) 


ee Or 


一 2 ntl 
(1) er" 一 1 十 工 十 了 十， “十 五 十 页 和 zx ; 
——— (— 1)” 和 
Dnt 
nn 十 1 


A 
tro 


A 
(3) snzxz=x ar + 57 十 (一 1) Ca 1 
xt1 pi 
十 (一 1)”" GD 二 Te 十 王 ; 
TT 
(4) cosx 一 1 一 车 十 下 十， “十 (一 1)” co 
tl ， 
十 (一 1) Cam 十 DiCOs Or); 


2020。 


(5) G 十 z" 一 1 十 三 十 一 


站 aka 一 De 一 尹 十 1 ) 


oa 一 (Ca 一 天) 


.十 | 
十 (于 1 一 仆 (1 十 人 rr) 9 


其 中 0 二 4 二 1. 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 泰勒 公式 的 意义 ? 

答 ”泰勒 公式 的 意义 是 ,用 一 个 次 多 项 式 来 通 近 晴 数 .而 
多 项 式 具 有 形式 简单 ,易于 计算 等 优点 . 

泰勒 公式 由 / (x) 的 次 泰勒 多 项 式 P, (xr) 和 余 项 R,(zr) = 
oL (x 一 xo)"”] 组 成 ,我 们 来 详细 讨论 它们 . 

当中 王 1 时 ,有 

PCr) = fr) ff (ro)(r 一 To) 

是 y= 二 f(r) 的 曲线 在 点 (xo,/(xo)) 处 的 切线 (方程 ) , 称 为 曲线 y 
二 /(7) 在 点 (zo,f (zo)) 的 一 次 密切 . 显然 ,切线 与 曲线 的 差异 是 
较 大 的 ,只 是 曲线 的 近似 . 

当 n = 二 2 时 ,有 


P(xr) = f(ro) + ff (Cro) (rm ro) 十 /xo) 


21 
是 曲线 = f(x7) 在 点 Cro,f(ro)) 的 "二 次 切线 ”, 也 称 曲 线 y = 
f(z) 在 点 C7o,/(zo)) 的 二 次 密切 . 可 以 看 出 ,二 次 切线 与 曲线 的 
接近 程度 比 切线 要 好 . 

当 次 效 越 来 越 局 时 ,接近 程度 越 来 越 密切 :近似 程度 也 越 来 越 


(xz 一 0) 


-二 
[Bj 。 
2. 泰勒 公 趣 的 余 项 有 也 些 类 型 ?它们 各 有 什么 作用 ”? 
从。 泰勒 公式 的 余 项 分 为 两 类 ,一 类 是 定性 的 ,一 类 是 定 最 的 ， 
.22] 。 


它们 的 本 质 相 同 , 但 性 质 各 异 . 定性 的 余 项 如 皮 亚 诸 型 余 项 
oz 一 .zo0)"), 仅 表示 余 现 是 比 (r 一 xz,)”( 当 工 一 Xo 时) 高 阶 的 无 


.3 
穷 小 . 如 sinz 二 一 十 0(7). 表 不 当 X 一 0 时 ,sin+ 用 + 一 6 


近似 , 误 闪 ( 余 项 ) 是 比 高 阶 的 无 究 小 .定量 的 余 项 如 拉客 投 
型 余 项 二 二 TJ7/ (SCz 一 za 也 可 写成 zo 十 0Cz 一 


2o)) 柯 西 型 余 项 (如 在 茶 些 函数 的 震级 数 展 开 时 用 ). 定量 的 余 项 
一 般 用 于 消 数 值 的 计算 与 函数 性 态 的 研究 . 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


泰勒 公式 常用 于 近似 计算 ,极限 计算 ,不 等 式 与 等 式 证 明 及 某 
些 命题 的 证 明 . 

一 、 利 用 泰勒 公式 计算 极限 

利用 泰勒 公式 求 极限 ,一般 用 麦克 劳 林 公式 形式 ,并 采用 皮 亚 
诸 型 余 项 . 当 极 限 式 为 分 式 时 ,一 般 要 求 分 子 分 母 展 成 同一 阶 的 麦 
苑 劳 林 公式 ,通过 比较 求 出 极限 . 

例 1 求 下 列 极限 : 


x 2 了 

(1) lim -一 -一 一 (2) lim 工人 2 十 1 一 Y1 十 工 ， 

0 a r-*0 .SI 

子 

(3) lim | 1 一 一 ; 

I—0 A ce CO ]} 

Ji COS(sINnNT) 一 cosrx 
(4) 0 sin’ LT 


解 ”〈(1) 因为 当 x 一 0 时 ,有 


ez4 一 1 十 1 2 1 2 2 4 
一 pm 开放 37 十 o0(X )， 
cosr 二 1 一 亨 丰 十 疗 +! 十 0(x') 


"| 9 2 _ 1 _ 了 1 了 
所 以 e COST 一 -x p17 十 DC ) 一 5 十 ol(x')， 
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14/12 十 oz) ， ] Oo) 1 
性 


(2) 当 x 一 0 时 ,有 v1i 十 x 二 1 十 广 妇 一 ET 十 oCx!), 故 


十 -十 日 (并 十 o (TK)) 


Lim X*/2 十 L 一 v1+ x jm, 7 /8+ or) __1 
0 x sin 和 I “。 Xx’ 8 
1， 1 8sin (27) .所 一 一 并 
(3) 原 却 一 lim COs (27) (27) er 一 1]) 
一 一 并 
= limg Tee —1y 
因为 一 0 时 ,er 一 1 十 z 十 误 寻 十 oz 所 以 
3 ; 2 2 
1 | = 8lim Sh 一 


lim hn 
一 


(4) 当 x 一 0 时 ,有 


cos(sint) 二 1C— Fsin’ 工 十 isint 十 0(sinix) 


= 1 一 到 |z 一 -于 十 ocz)| 


十 元 | 开 一 守 二 oz: )| 十 oC(X') 


24 
一 1 一 六 十 rr 十 oz )， 
cosr 一 1 一 亏 寻 十 广 -一 十 DCXL)， 
.57/24 一 7/24 十 oC) 
故 原 式 二 lim sini7 
一 jim ZL6 十 ocx) 十 oT) -一 1 
0 x 6 


例 2 求 下 列 极限 : 
GD) lim | 


TT 一 7 十 一 


el 一 二 二 | 
(2) lim | -一 rn| 1 十 二 | (3) lim Y1 十 并 十 工 一 】 


i 下 CG” -一 1 , 


“223。 


(4 1) lim 二 二 fcos: sin2r 一 2] 一 zx)13]. 


解 ”(1) 当 了 一 十 co Yo 


l 
-十 去， 
1l 1 
V 并 二 "十 gm 十 o| 页]， 


了 。 0 1 1 il 
一 十 工 0 [jh 生 + 二 to 二 | 十 | 过 
] l 
T3337 = 十 ( | 友 ]， 
: | el 一 6 1 
故 lim | | 一 + 元 下 6 


1 1 1 ll 
In i+ 二 |= x 27 3 fz 1? | 
故 lim > 一 rn| ] 十 加 | 
OL ， i 1 > 1 1 
加 lm 区 TT 2 37 下 4r2 “| 7 | |= 2 


(3) 当 x 一 0 时 , Yl 十 + 二 六 一 1 十 二 Cr 十 2 十 ox) se 
一 上 十 工 十 Or). 故 


Yl 二 x 二 7x: 一 1 (zt 二 .ri)/3 二 vo(Cr) ] 
limi 二 lini ”rr 一， 
> cC 一 ] 0 TdT oc) 3 
(4) 当 工 一 0 时 ,有 


COSs -光一 二 (1 十 COS2 信 ) 


一 了 十 二 | 1 27) 十 20) (27) +oCC27)7) |， 


sin:X 一 部 (1 一 COS2X) 


= 二 一 去 | 1 一 页 (227 十 十 (27 一 页 (2z) +oCC2z)7) | 


邦 cos:zrsin:z = XC— 了 zt 十 个 rs 十 Of(z ID)， 


rl 一 过)43 一 | 1 十 人 (一 7X*) 十 和 (一 XTX*)* 十 oz | 
4 


一 2 一 3 十 人 十 oCr'). 


所 以 原 式 = lim 元 2 二 [| 站 一 $x 十 o(x" ) |= 4 


例 3 确定 常数 和 和 使 
lim (Yi1i—7x:—Ar— 41)=0. 


二 一 十 oo 


解 当 工 一 十 oo 时 ,一 一 0, 有 


37’ 
|: 1 11 [|i 
lim x| ( 1—4) 十 3 7 十 | Ee | 


要 使 左边 一 右边 , 则 一 1 一 4 一 0 一 0, 于 是 /4 一 一 1,A 一 0 
例 4 设 函 数 了 在 工 二 0 的 某 邻 域内 有 二 阶 导 数 , 且 
lim{1+z+ 22) = 3 
-0 I 
求 F(o) ,PC0) ,1"(0) 及 lim| 1 十 | 和 
解 由 题 设 条 件 知 , 有 


fz) = f(0) 十 PCo)z 十 (0 < 一 0 一 1) 
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又 由 lim 1+r+ | 
- 上 Eanes 
' A ; 1 fir Pe T 
= lim| 1 十 + 站: | 一 0, 


知 lim 1+z+ 全 |- ] ， lim[z+ | 二 =3， 
lim A(X) = 一 0， 
下 区 
即 limn DO lin +/ + |=0. 
知 /(0) = 0,f/ (0)= 0,f(x) = Po, (0 0<1). 
LD) 
又 出 im x 十 一 
-fire PO yo]-， 
一 区 .二 2 
知 | lim/f "(07) 一 4 二 /1”"(0) 一 4. 
所 以 
ji | = lim| | 上 2) “fry 
TO Or /2 
一 lim ] 十 2 
一 et 一 e2 


一 .函数 的 泰勒 展开 式 或 麦克 劳 林 展开 式 

求 了 负数 的 展开 式 , 关 键 是 求 出 高 阶 导数 并 写 出 余 项 ,这 项 工作 
比 较 膝 烦 , 可 以 用 前 面 求 高 阶 导数 的 知识 、 方 法 和 技巧 来 完成 . 更 
多 的 是 用 间接 展开 法 ,利用 已 知 展开 式 和 四 则 运算 .导数 等 运算 来 
完成 ,这 样 就 比较 简单 . 

例 $ 求 在 点 7 = 二 4 的 /(r)= 二 x 一 57;? 一 7 一 37 十 4 的 
泰勒 多 项 式 . 

解 因为 1(4) 一 一 56， 


f/f (4)= (4 1537: — 2r — 3) 一 21， 
这 二 4 
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PD) = A277 — 30r—2)) 一 74， 


1*(4) = (247 一 30) 一 66， yo (4) = 24， 
工 二 站 
所 以 T7457 一 Xz: 一 3X 十 4 


一 一 56 十 2] (x — 4) 二 37(z 一 4) 
十 11(62 一 4 -二 (zx 一 4) 


例 6 求 函 数 /(7) = 二 在 xm 一 一 1 的” 阶 泰 勤 公式 
解 ”因为 /oz) 二 (一 1m1z TD 扩 ( 一 41) 二 一 n1, 所 以 


二 一 一 [ECz 二 1 十 代 十 1] 十 委 十 人 十 1 
(C1) 1 十 上 


例 7 求 下 列 函 数 的 ” 阶 泰 勒 公 式 : 


(1) TE ,Xo 一 O08 (2) SINX ,To 一 一 4 
(4) arcsinx ,zo = 0. 


解 (1) 因为 1 二 e (十 工 ), 所 以 


(3) arctan Zn 一 0; 


Te 一 /(0) 十 /0) 十 7 0) 十 十 /0 十 RK, (ZX) 


1 3, 1 ， 中 1 二 ez Toatl ， 
-rt + + 
0 过 0<1. 
(2) 因为 f(x) = sin 十 蔗 ,所 以 
(一 y+ 2 n 一 2k, 
jo| 玫 — 区 
4 
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1 1 7 = | 加 bb 2n 
31 z 一 卫 | 下 a ” | 

( 一 ] )" i 加 2n 十 1] 加 Tn 
tT wnt Dil™ 4 to 4 


(3) 因为 y= 二 G1 一 1)1cos" ysinal yy 十 | (y = arctanx), 


y(0) = 0, y+tD(0) = (— 1)"(2n)!, 


3 5 
所 以 arctanz 一 工 一 村 十 污 一 …… 十 (一 1 ] 六 站 十 oCzat0)， 


(4) 因为 y2 一 0,y2+D(0) 一 [22 一 D1! 下 ,所 以 


一 二 站 -ar 1 3!!,; 
arcsinxX 二 工 十 3 7 十 5 i111 
l 


(2n 一 了 )!1! 全 2 十 1 2 十 t 
了 2 十 1 (2n)1!! 十 ). 
例 8 给 定 下 列 一 般 项 的 趋向 于 零 的 序列 , 求 出 它 的 一 个 等 


价 无 穷 小 量 . 
(ww = [n+ 吝 ]in|1 十 计 j 一 1 (2) mw = 1 — nsin 二 
解 (1) 利用 奈 勒 公式 . 
ke uA 


1 


=|1 一 高 十 3 + 去 | 十 六 一 + 有 +o|l 记 | | 一 1 
-+ 
故 {a,) 的 等 价 无 穷 小 量 为 | 2 上 


1 1 111_ 1 1 
(2) 一 1 一 a|[ 方 一 下 #+o 志 | | 一直 + 中 去 ]， 
故 {a,} 的 等 价 无 穷 小 量 为 21. 
三 .证明 不 等 式 或 等 式 及 其 它 
例 9 证 明 :lm ° sin(2xen!) 一 2X. 
证 ”由 泰勒 公式 ,有 
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UL ll 
‘=miD 0<4<1， 


1 +1 
=— + mt ma < < 
将 上 述 两 式 两 边 相 减 ,得 


“Dr = GT 二 nr 
" 1 ot 二 2 
1 ie 1 呈 Cr 二 可 = 1 一 lim 一 0， 
2 十 ， “十 去] 
则 nsin(2xen!) = nsin I 0 
一 2r ~ + Te"sin 二 ie /| 和 je 
于 是 Jiein(renD 一 ?re 让 Tsinl 7 让 ie /ae 


= 9X, 
例 10 用 泰勒 公式 证 明 . 
a 二 ote ‘a 二 二 ce 
3 3 l 
证 设 f(z7) 二 Tz, 则 
广 (zZ) 一 27， 广 (xz) 一 2 全 0， 


fx) 一 f(ro) 二 (xo) (zrO— xo) 十 三 (Xx 一 To)”, 


即 f(z) 之 f(z0o) 二 ff (xo) (x 一 zo). 
取 XX 二 a， 得 a 之 Xi 十 2xz0(a 一 X,)， 
TX 二 5， 得 之 x 十 2r0(0 一 x0)， 
XI 二 Cc， 得 cc 守 Xx 十 2X0(Cc 一 Xo0). 
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将 不 等 式 两 边 相 加 ,得 
a 十 让 十 局 守 373 十 270la 十 0 十 c) 一 6z5. 


取 xXx, 一 3 十 十 c), 则 在 aosc 之 间 ，, 故 


a 十 十 cl 
3 | 


即 et 
例 11 设 f(x) 有 二 阶 导数 , 且 
f(x) < 3[/(z 有 十 Foz 十 及] 


试 证 :f(x) 宇 0 
证 ”由 泰勒 公式 ,有 


frih) = fr) 十 fc)h+ 六 7(z) + oCh2)， 


a 二 上 广 十 cc 读 > 373 = 3 


/Cr 一 月 = Ar Pht FMD + olh’). 
将 二 式 相 加 再 除 以 及 ,利用 题 设 条 件 , 即 得 
f(x) 二 + 0(1) 守 0. 
令 有 一 0, 取 极 限 得 户 (zr) 之 0. 
例 12 设 f(x) 在 La,b] 上 有 二 阶 导 数 , 有 自 广 (a4) = (4) 一 
0, 证 明 :3 <E (a,6), 使 


if"e| 宇 Tf 6) ~ foo)|. 


证 人 勒 公式 ,考虑 到 
f(a) 二 了 (4) = 0, 有 


. pp 2 
/ = AD 十 去 /co 了 a < < 
a 十- 六 > 1l i bp—ua - 人 一 
/| |= f(b) 十 言 / (| 2 |) ， 一 所 二 4 
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f (6) 一 fla) 十 [Lf"(é,) — fr(&)] ~ a)! = 0, 


放生 人 二 全 2 二 (AD + fléD) < I. 


f°(€) 一 maxf| 产 (6) |，| 户 (6 ) | )}. 
例 13 设 f(z) 在 U(xzo) 内 有 四 阶 导 数 , 且 上?Czx)| 志 和 M 


hi >>0. 又 Zi 一 To 一 几 T 二 Xo 十 hh 证 明 . 
Pr) 一 f (Xz1) -一 2 十 f(x,) < Mh’. 


证 将 f(z) 各 f(y 分 别 在 点 a 展开 得 
f (xi) = f(xo) 十 f' Cro) Cx, 一 工 ) 十 三 一 (zx 一 Xo)’ 


eg (4) 
Cr) ze) ec 


To0), i 一 1 ,2. 


fx) = f(zxo) — ff (xo)h 十 3 (zo)h 


加 1 Mm 3 f°2 (6) 4 
oo/ (Xo)h" 二 oa h ? 


则 


Fr = flo) + f* (rh + 7" (zh 


1 pm ， JobCe , 
十 of (To)h 十 一 5 六 ， 


X1 Exo) Xo <C 6 x,. 


将 二 式 相 加 ,得 
f (zx) 十 f (x,) 一 - 2 (zo) 十 f "(zo)h’ 
+ /YE) + Fo(6)]， 
所 以 cz ) 一 2 一 2 ze) + fe) 
2 [| ee (el) + f® 8) |] 去 Ts Mh’. 


例 14 没 函 娄 f(z) 在 [0,2] 上 一 有 阶 可 导 , 目 [f(zx)| 志 1 
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i 六 (7)| 牵 1, 证 明 : 在 [0,1j]j 上 必 有 |/ (rx)| 志 2 
证 ”将 /fC(2),/00) 在 任意 点 x EE [0,2j] 展开 ,有 


/162) 一 /Cr) 十 广 (Cx)C2 一 .rr) 十 3 (2 CC2 xT) bE€ (Cr,2), 


[00) = fx) 十 fr)(— x) 十 31($,)(— 了)2，6 € (0,7). 


故 fC(2) ~ Fo) = 2 (x) — Sz 1") 十 订 (2 7)2 Ce ) 
因为 [f(x)| 志 1,1 产 (rx)| 牵 1), 所 以 
2 
2|f C7) IO) | + 1f0)1+ | (| 


十 02 — z): | fe )| 
<2+ [r+ (2 一 x)7] 


又 ,函数 g(x) =2 十 二 [x* 十 (2 一 xz)] 在 z=0 和 x==2 取 得 
最 大 值 g(0) 一 (2) 一 4, 故 
21F C7) {4 和 > (rx)| 过 
例 15 设 f(z) 在 [0,1j 上 有 二 物 导 数 , /0) 二 /01D 二 0、 
min({/(7)|r€E[0,1j]} 二 一 1, 证 明 :;3 《€ (0,1), 使 得 /"(&) 守 8. 
证 ” 设 有 /f(x0) 一 一 1,xo€ (0,1), 有 f(r,) = 0. 
将 1(0) 与 f(1) 分别 在 x 展开 ,得 


/(0) =0=-1+4 $0 7 (E )= 乌 ， 0 < 
f/f"(&,) ") 2 
一 人 二 ~ pp mh dn 下 一 2 me ero. 
/(1) = 1 21 (1 2'0) 一 人 (5，) (] 一 六 3。 
rn<<e < 1 
二 I | 
旺 然 ,当心 一 二 时 ， /re 之 一 一 
亚 当 加 扩 广 时 ， /(51) 之 (C12 8: 
1 ™ 
> 。 yy 二 一 此 四 " 2 > 。 
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从 而 知 , 存 在 E€ (0,1) ,使 广 ( 和 ) 之 8 

例 16 设 /(7) 在 R 上 二 次 可 微 , 且 Vx ER, 有 |/(7)| 专 
Mos (7z)| SM,. 

(1) 写 出 /f(x 十 如 ,7Gz 一 A) 关 于 疡 的 有 拉 格 朗 日 余 项 的 素 
勒 公 式 ， 

(2) 证 明 :YA>y>0, 有 17Gz)i 委 2 十 


(3) 证 明 :| 广 (z)| 委 V2AMNMf，. 


解 (1) f(z 二 +h) = f(r) + ff (Cr)h 十 


hM, 
2 } 


f(x + 上 0h 2 2 
To i 


0 之 二 1]， 


"(ro— 0.h) ,, 
2 


(2) 将 题 (1) 中 的 第 一 式 减 去 第 二 式 , 得 
2 (Th 一 jz 十 由) 一 xz 一方) 


jz 一 站 ) 一 /Crz) 一 三 (z) 关 十 0<~< 0,<=1. 


2 
十 本 [PCz 十 Op) — f(r — 0.h)] 


—» f(r) — (r++h) — f(rt— hh) 
2h 
十 [f(x ~ Bh) — fr 0.h) lh. 


et 得 


i (x)| 声 一 十 SM.. 
(3) 设 | (0)| 亏 2 = gp(h) (4 > 0), 则 
:大 0 pry 
ph) MoM; = 一 2 :时 相等 
所 以 ,代入 上 式 , 即 得 
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/MA 
| 


= NV 2MoM,. 


f(a)| a 


用 泰勒 公式 还 可 证 明 其 它 命 题 . 

例 17 设 广 (x) 连 续 , 且 (x) 关 0. 求 出 在 中 值 定理 f(x 十 
Ah)— f(r) = hf 0h) 申 的 0 当 和 hh 一 0 时 的 极限 . 

证 ” 依 夭 和 勒 公式 ,有 


fr tf = ht f+ NR’, 
与 题 设 等 式 相 比较 ,得 
Prz 十 Oh 一 PCz) 一 /x 十 Oh. 


对 了 (C(x) 症 Cr,x 十 01) 上 应 用 拉 格 朗 提 中 值 定理 ,得 
fr+ oh) — fr) = fr 00h)0h (0 < 0, < 1), 


故 gL THORR/2 frt Oh) 
CCC 十 OO 2 O00h) 


由 六 (zxz) 的 连续 性 ,得 


[lim0 = Jin Cr 十 Op) 1 
h—0 sm0 2f"(x 二 0, 人 2 


例 18 设 项 数 /zcz) 在 R 上 有 连续 三 除 导 数 , 且 VA 二 0, 有 


二 =- /z+ 


证 ”对 任意 zxE 有 ,将 函数 /rz 十 A) 和 广 (z 十 A) 分 别 展 为 
泰勒 公式 ,有 


fr tA) = f(r) + 0h + Dp ts, 二 之 x 十 hh， 


f z 十 到 = no 十 (x) 人 r+ 


2 2 4 
将 上 述 二 式 代入 题 给 等 式 ,得 
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"Wf ， | 1 Hy 
Pen) 十 二 C) > hh 二 pn = f(r) 十 Jr) 全 十 Pp, 


于 CE) _ /7). 
和 由 三 (Cz) 的 连续 性 ,得 
lim /” (é€) _ lim/f”(7)—>f” (x) f(z), 
六 一 站 了 一 分 


即 等 式 成 立 人 1”(zx) = 二 0. 

由 f(z) 二 0 知 ,VY x EE R,f/(x) 是 二 次 多 项 式 . 

例 19 ”证明 ; 哨 数 / (xz) 是 4 次 多 项 式 的 充分 必要 条 件 是 
f/f" V(x) 0. 

证 ”必要 性 ” 奉 f(r) 是 次 多 项 式 , 则 

f(T)= 二 aor”" 十 dr”! 十 … 十 a,， 

ai(i 二 1,2,…,n) 是 常数 .显然 ,1 "(x) 二 0， 

充分 性 ”将 /(+) 在 x = 0 展 成 麦克 劳 林 公式 ， 则 YE R， 
有 


(n) (n+ 1) 
f(r) — fC0) 十 f 《0 ) / (Or) n 十 1 


nl ~ (nn 十 1)1™” ， 
寺中 0 二 0 二 1 着 记 bn = 0, 则 上 和 式 为 
一 


Oo 


1 (0) ， 


(rx) 二 1 (0) 十 i 
显然 ,f(x) 是 次 多 项 式 . 

例 20 设 f(x) 是 次 多 项 式 , 自 f(xo) = (x60) = … = 
(C70) = 二 0,fJYTDCT0) 关 0 Gn 世 n 一 1), 证 明 :x = x。 是 方程 
f(T7) 二 0 的 十 1 重 根 . 

证 ”将 f(xr) 在 zo 展 为 泰勒 展开 式 , 有 
Lr) 


二 十 ， 


/(r) = f(xo) 十 


panne | fi (ro) 
er tr 


(7 CX0) 十 … 


+D(CT7o) ft (To) 
eo m+ J rT 
= (rT) less 十 rT 7 
tn) 
十 刘 四 生 十 三 Cro) vi ee ze 
j 4 

fh (ro) fo A n—m— 1 
1 ET) 一 (十 1)1 十 “™® 十 na 《人 To) 9 
则 FTo) 天 0. 


由 f(z) = 二 (x 一 ZX0)"tig(7T) 知 ,To0 是 f(x) 的 mm 十 1 重 根 . 
例 21 设 /(Cz) 在 (一 1,1) 内 有 二 阶 连 续 导 数 , 且 广 (z) 天 0， 
证 明 : 
(1)YzE( 一 1,1) 且 z 关 0,3 惟一 的 0(r) € (0,1), 使 
fr) = 0) + rf [0(x)7)]; 


(2) lim0 (x) = 1 
I—*0 2 


证 (1) 对 任 zx 关 0, 和 且 x EE (一 1,1), 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ， 
有 

fx) = 10) + FQ)r) (ro 0) 00x) 1). 

因为 7"(7x) 在 (一 1,1) 内 连续 , 且 f(r) 关 0, 所 以 /9(x) 在 
(一 1,]) 内 不 改变 符号 .不 妨 设 广 (x) > 0C zy) 过 0 类 似 可 证 )， 
则 广 Cz) 严格 递增 , 故 20(x) 惟一 . 

(2) 由 奈 勒 公式 ,有 


fx) = 10) 十 Po)z 十 1) (在 0 与 工 之 间 )， 


于 zf OCDz) = Jrz) 一 70) = 0)z+ 


即 P(0Czjz) — 户 (0) = Sf (x. 

。 f° OCr)r) 一 f' (0) / * ra pe 
而 lim = /"(0), lim/ (€) = f°(0), 
所 以 limb(z) 一 5 
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fF OTE (0) 一 


(由 人 fr) OXIx 


得 ). 
例 22 证 明 ; 若 


元 "(和 ) ,两 边 取 工 一 0 的 极限 即 


1 十 由 一 Jo 十 万 (ae) 关 十 … + mf a + Oh), 0 过 0 之 1,， 


{nt 1) q -~ 一- 
且 / (7) 天 0, 则 im6 - + I 


证 ”因为 /**+v(x) 关 0, 由 泰勒 公式 ,有 
f+h)= f(a) + hf Ca) + 


fa) 十 二 ps +D(a) + olh"t!). 


于吉 公 区 并 .和 
fatO) of (a) 


ni 


(n+ 1) n 十 1 
bh 7 二 7 (a ) 十 prio lh ) 。 
令 h 一 0, 对 上 式 两 边 取 极限 ,得 
Ct) | _ Coy 
img Ce 十 CD ~ " (a) (a) 一 ml， Ce 一 7 (2)) 
h--0 hd 
所 以 liml 一 一 


例 23 设 /(r) 在 Lu,b] 上 连续 ,在 (4a,0) 内 六 (cr) 盖 0 证 明 : 
V X17 bs Lrzrj], 且 1 < ray 有 
并 | + 7 fj (rT) 十 f(r) 
/| 


证 靖 赴 上述 不 名 或 的 画 数 是 上 要 一 般 利 用 拉 格 朗 日 中 
值 定理 证 明 ( 读 者 不 妨 一 试 ). 在 这 里 ,我们 利用 泰勒 公式 来 证 明 . 


将 /(7) 在 x = 民 志 于 处 泰勒 展开 ,得 
ep 


fr) = f(r) f(ro)(r 一 To) 十 


(7 ™— Xo,)，, 


在 7 与 xX,。 之 间 . 又 
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f (x1) 一 f (xo) 十 万 (Xo) (TX) -一 0 
广 (5 ) 
十 2 1 


(并 一 一 0 4 EE (XT1 ;70), 
f(x2) = f(r0) tf' (xo) (72 — ro) 


上 人 


将 上 述 术 两 式 相 加 后 除 以 过 ”0 一 一 (2; xo) ,得 


f (x1) 十 J (Xx;) _. f"(€) | 
9 f (zo) 十 TT 4 四 9 * 


(Xi -一 Xo)’,& 2 € (Xo ,XT2). 


因为 六 (x) 盖 0, 所 以 上 式 右 边 第 二 项 大 于 零 , 故 


ef 十 并 fr) 十 (zy ) 
fz) = 于 ~ 。 


第 四 市 ” 函数 的 单调 性 与 极 人 


主要 内 容 


1. 设 函 数 了 在 (Ca,p) 内 可 导 . 
(1) /在 (a,6) 内 单调 增加 (或 单调 减少 ) 的 充 要 条 件 是 
f(T7) 之 0( 或 (x) 夺 0), x € (a,b); 

(2) /在 (a,0) 内 严格 单调 增加 的 充 要 条 件 是 ,对 一 切 x E€ 
(a,b), 有 广 (x) 守 0 (或 六 (x) 声 0), 且 在 (a,b) 内 的 任何 子 区 间 
上 了 A(x) 关 0. 

推论 ”和 生 函数 /在 (ce,0) 内 可 导 , 上 且 (x) 放 0 人 (或 f(r) 去 
0), 则 /在 (ua,6) 内 严格 单调 增加 (或 严格 单调 减少 ). 

注意 ”推论 是 严格 单调 的 充分 条 件 ,不 是 充 要 条 件 . 

2. 厂 消 数 /在 7。 可 导 , 昌 在 xo 取 得 极 值 , 则 称 x, 为 了 的 稳定 
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点 (或 驻 点 .静止 点 ), 且 将 记 Cro) = 0 称 为 极 值 的 必要 条 件 . 

3. 极 值 的 第 一 充分 条 件 “” 设 /了 在 1L7GCzro) 内 连续 ,在 以 CX6) 
内 可 导 . 

(1) 若 当 rrE (ro 一 6,ro) 时 ,万 (r) 之 0, 当 了 后 (roy7ro 十 人 ) 
时 , 广 (z) 委 0, 则 了 在 re 取得 极 大 什 ; 

(2) 若 当 x E (ro 一 6zo) 时 , 广 (z) 委 0, 当 工 E (zo, To 0) 
时 , 广 (z) 之 0,; 则 了 在 .zo 取得 极 小 值 . 

4. 极 值 的 第 二 充分 条 件 ” 设 /在 U(xz6o) 内 一 阶 可 导 , 在 Xx == 
To 二 阶 可 导 , 县 户 (zo) 一 0, 户 (zso) 关 0, 则 

(1) 若 产 (ro) 过 0, 了 在 xo 取得 极 大 值 ; 

(2) 车 了 (xo) 0, 了 在 ze 取得 极 小 值 . 

5. 极 值 的 第 三 充分 条 件 ”J 在 U(xo) 内 存在 直到 nn 一 1 阶 导 
数 , 在 二 xon 阶 可 导 , 且 f(x) 二 0 (k= 二 0,1,…,n 一 1)， 
了 "(ro) 天 0, 则 

(1) 当 久 为 偶数 时 ,ff 在 xz = x。 有 极 值 . 且 当 ff "(xo) 过 0 时 ， 
f(zxo) 为 极 大 值 ; 当 f(xo) 之 0 时 ,f(xo) 为 极 小 值 . 

(2) 当 为 奇数 时 ,/ 在 x = xo 无极 值 . 

6. 阁 / 在 La,6b6j] 上 连续 , 则 J 在 La,b6] 上 必 有 最 大 值 M 与 最 小 
值 汉 . 

(1) 对 以 解析 式 表达 的 函数 ,可 以 通过 比较 所 有 稳定 点 ,不 可 
导 点 和 区 间 闪 点 的 孜 数 值 大 小 来 确定 函数 /的 最 大 值 与 最 小 值 . 

(2) 对 应 用 问题 ,一般 不 考虑 区 间 端 点 .也 可 以 通过 比较 稳定 
尽 \ 个 可 导 操 沙 数 值 大 小 确定 / 的 最 大 值 与 最 小 值 . 

铬 问题 只 有 一 个 稳定 点 ,可 以 根据 问题 的 实际 意义 确定 是 最 
大 值 还 是 最 小 值 . 


疑难 解析 


1. 若 广 (z) 盖 0, 能 哲 说 函数 / 在 17(Cro) 内 单调 增加 ? 
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答 和 茶 广 (Czo) 二 0, 则 /CCz) 在 点 ze 严格 单 贡 增 加 ,. 即 V zE 
(7x, 一 zi 有 Jr)< riIVY7E Croyro 二 60), 有 (ro) < 
f(x). 但 两 个 不 等 式 之 间 的 关系 不 一 定 能 传递 , 即 在 (x6 一 9,zs 
十 9) 内 不 一 定 严 格 单调 增加 . 例如 


fex) i 一 ， 六 关 0， 
zz) 二 、 


0， TX 二 0, 
当天 0 时 ,有 f(x) 一 1 十 2xzsin 二 一 cos 一 ， 
2 ; _ 
Proy = lim >Z 二 Ax sin(l/AT)—0_ ] ~ 0 
r+ 人 AT 


所 以 ,f(x) 在 z= 二 0 严格 单调 增加 .但 当 x 关 0 时 ,有 
1 2 1 ] 1 


f(r) = 2sin ~ C— ~ecos CO — sin 一 ， 
十 x 并 ya 人 
l ~ 0， nn 为 正 整数 ， 
f" 5 一 一 47X 
NT > 0 ， n 为 负 整 数 . 


1 


) ] 
而 让 | 吉 a| 一 0. 故 /(x) 在 点 元 款 都 有 极 大 


值 . 由 于 A 一 -了 > 0 ,所 以 ,在 任何 (一 上 ， 


Fn 


s) 内 ,/ 都 不 是 严格 单调 增加 的 ,而 是 作 无 
穷 次 的 振荡 . 

2. 怎样 理解 函数 的 极 值 与 最 值 ? 

答 ” 极 值 与 最 值 的 问题 是 一 个 局 部 与 
整体 的 问题 . 极 值 是 函数 的 局 部 性 质 , 即 函 
数 / 在 某 个 CCxzo) 内 所 具有 的 f(xo) 一 
/Cr) (或 1Cro) 之 f(x)) 的 性 质 . 因此 ,从 图 4.1 可 以 看 出 ,一 个 函 
数 了 在 区 间 [La,6j] 上 可 以 有 多 个 极 大 值 与 极 小 值 ,此 极 大 值 可 能 小 
于 彼 极 小 值 . 而 最 值 是 函数 的 整体 性 质 ,在 [c,o] 上 连续 的 函数 必 
有 最 大 但 与 最 小 值 ,最 大 值 与 最 小 值 都 是 惟一 的 . 最 大 值 与 最 小 值 
可 能 是 极 值 ,也 可 能 不 是 极 值 . 
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图 4.1 


方法 技巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 函 数 的 单调 性 问题 

纯 数 的 单调 性 问题 包括 确定 图 数 的 单调 区 上 四 .证 明 不 等 式 、 确 
定 方程 根 的 个 数 和 证 明 某 些 命 题 . 其 中 对 方法 和 技巧 要 求 较 高 的 
是 证 明 不 等 式 , 证 明 不 等 式 的 关键 是 要 引入 一 个 涵 数 .引入 畏 数 的 
方法 有 多 种 :最 简单 的 是 将 不 等 式 的 一 边 移 到 另 一 边 构 成 辅助 加 
数 ; 较 复杂 的 则 知 根 据 对 不 等 式 特征 的 观察 加 以 确定 ,因而 有 一 定 
的 技巧 ,需要 通过 多 练习 才能 掌握 . 

例 1 讨论 下 列 图 效 的 单 黄 性 : 

(1) y= 1 二 去 |， zr > 0; 

(2) y= Y(2rx—a)(a— xr):,a > 0; 

(3) yy 三 工 十 [sinx|; (4)y 二 7 :ee iD07 人 0. 

解 ” (1) 因为 lny 二 xln 
边 求 导 ,得 


站 
2 一 ln 
2》 


1 十 元 | 一 Xx[ln(l 十 xX) 一 1nxj, 两 


1 ] 11 


_ 1 
= in(] + xX) 一 jnr Tz 


因为 ,由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,在 [x,1 十 x] 上 有 
in(1 十 工 ) 一 Inx = 去 (1 十 工 一 工 ) = 去， SEE (Cr l 十 工 )， 


， ] 1 
所 以 Tz 人 ~ 
即 n(x lnr i+- _l1 、0 
1 十 工 é€ 上 吓人 立 ” 


又 > 盖 0, 所 以 
: _ ， 1 
3 yl indl 十 工 ) mn 并 下 ;|> 人 
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即 y= 1 十 开 | 在 (0， 十 cc) 内 单调 增加 
(2) 因为 == 一 6(x 一 24/3)/[3 YO27 一 aja 一 x)], 稳 


定点 为 所 4a, 导数 不 存在 的 点 为 亿 和 a 

在 (一 co,a/2) 内 ,y > 0, 辑 数 单调 增加 

在 (a/2,24/3) 内 ,y 之 0, 函数 单调 增加 ; 

在 (24/3,a) 内 ,y < 0, 盟 数 单 调 减 少 ; 

在 (a, 十 cc) 内 ,y > 0, 图 数 单调 增加 . 

(3) 因为 函数 含 绝对 值 记 号 ,要 分 区 回 讨 论 . 

当 21f 委 27 和 (22 十 1) 时 ,sin2z 之 0; 

当 (22 一 1)r 受 2r 委 2 时 ,sin2z 委 0. 
所 以 , 当 22r 和 2z 和 志 (2 十 1 即 nzx 委 过 所) 十 X/2 时 ,有 

yy 一 工 十 sin2z， 一 1 十 2cos2z， 

》 之 0<e 光 cos27z 之 一 17/2<4 演 2 革 27 二 2n7r 二 27/3,， 
即 nx 区 之 nT 十 Xt/3. 故 

当 nXT 达 7 人 nr 十 Xf/3 时 ,y 之 0,y 单 调 增加 ; 

当 nr 十 xz/3 夺 TXT 夺 nT 十 XW/2 时 ,y 声 0,y 单调 减少 . 

类 似 地 , 当 (22 一 Dz 二 27 碌 2nr; 即 nT 一 Xx/2 帮工 之 nxr 了 时， 

y=7T— sin2rt, y = 1— 2c0s27x,) 
y 之 0SOcos2r 1/26O (020n C17 27 2nr — rn/3, 

即 ar 一 TT/2 丢 工 世 nT 一 Tz/6, 玫 

当 nx 一 /2 二 工人 守 nr 一 Xx/6 时 ,y 之 0,y 单调 增加 ; 

当 xa 一 rV6 委 委 2 时 ,yy 委 0,y 单 调 减少 . 

(4) 因为 y 二 nx” ee “十 Xx"e 二 (nn 一 X)e 稳定 点 为 
二 1. 

在 (0,2) 内 ,y 之 0,y 单调 增加 ; 

在 人 co) 内 ,y 二 0,y 单调 减少 . 
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例 2 判断 下 列 命题 的 真 伪 : 

(1) 若 jz) 在 (ep2) 内 单 增 且 可 导 , 则 广 Cz) 盖 0. 

(2) 单调 图 数 的 导 国 数 必 单调. 

(3) 一 个 图 数 的 导 国 数 单 调 , 则 图 数 必 单 调 . 

(4) /(7) 在 (a,6b) 内 连续 ,在 La ,0 j 上 单调 减少 , 则 广 (z) 委 0. 
解 (1) 伪 . 例 如 y= 二 x 在 (一 2,2) 内 单调 增加 且 可 导 , 但 


广 (0) 一 3 一 0. 
二 必 


应 改 为 六 (Xx) 之 0, 命题 才 成 立 . 

(2) 伪 . 例 如 >= 必 在 (一 ce， 十 co) 内 单调 ,但 y = 3x? 在 
(一 ce， 十 ce) 内 不 单调 . 

(3) 伪 . 例 如 >= 三 产 的 导 图 数 y == 2z 在 (一 ce, 十 ce) 内 单 
调 , 但 y= x? 在 (一 oo， 十 oo) 内 不 单调 : 

(4) 真 . 因为 VY xoE (a,6), 取 [x ,zx Cla,b),H rE 
Crisz2), 则 f (x) 在 [zzrz 上 满足 拉 格 妥 日 中 值 定 理 条 件 ,所 以 

f(z) CO— fT) = ff Er Co TX), EE (zyzo)， 
而 / (x) 在 Le, 上 单调 减少 ,于 是 
三 (5)(xz CO— rT) RO0, ff(€) 志 0. 

显然 ,上 式 当 x; 一 x) 一 07 时 均 成 立 . 

当 z 一 Ti 人 0 时 ,由 万 (z) 的 连续 性 ,lim7 (&) 一 f" (xo). 
义 由 有 极限 销 数 的 局 部 保 号 性 知 ,由 limf/ ($6) < 0 (xo) 委 0. 


扯 由 re 的 任意 性 ,确定 在 (a,6) 内 恒 有 PCzo) 委 0. 

例 3 证 明 下 列 不 等 式 ，; 

(1)e” > x’,; - 

(2) 2 二 (7 之 4), 并 说 明 , 当 0 二 x 二 1 或 += e 时 ,只 有 
y 一 了 才 满足 z= y'; 当 zx 之 1 且 x 关 ec 时 ,对 一 切 +, 都 能 找到 惟 
一 的 了 天 7 使 入 三 妆 2 

证 ”考虑 一 般 情 形 : 必 六 5( 设 <>1,0>1), 则 两 边 取 对 数 
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后 可 得 等 价 不 等 式 ; ae > np 


{ 
lnzx 


于 是 引入 辅助 函数 f(z) = 一 ， 则 


/ 1 一 jnr << 0， > 6， 
7 (7) = Xx >>0， 工 二 &. 
也 可 以 引 人 辅 助 图 数 / (xX) 一 工 一 elnz 来 讨论 er 二 并 


(1) 由 万 (z) 在 (e, 十 co)<0 知 ,jz) 严格 单调 减少 ,因此 
> 2, 即 nlne > elnx, 得 e™ > x*. 
(2) 因为 二 4 之 ee, 所 以 由 了 (zx) 在 (x, 十 吕 ) 过 0 知 ,f (x) 


ln2 、 lnx 


严格 单调 减少 ,因此 学 >> -< 下, 即 zln2 > 2lnz, 得 2 > x 


当 0 之 Xx 之 1 时 ,了 (Xx) 这 0,f (xz) 严格 单调 增加 . 当 y,x € (0， 
1) 且 y 关 ZX 时 ,f(z) 关 f(y). 所 以 仅 当 工 = 二 y 时 , 才 有 二 汉 ; 当 
XT 二 Ce 时 ,f(x) 取得 极 大 值 ,对 任何 y 关 ee, 都 有 fC(y) < Ce)， 故 仅 
当 y 二 工 二 ee 时 ,有 2 一 yy 

对 Tz 之 1 且 X 关 e, 因 为 在 (1,e) 内 f(x) 严格 单调 增加 ,在 


jn e 
e 


、 Inzo 
(e, 十 co) 内 严格 单调 减少 ,所 以 直线 y 一 -za 与 曲线 y 一 < 有 
且 只 有 两 个 交点 | zs 2 ,12 .有 
To Ny 
Iny。_ lnzo 0 一 - 0 
yo A >X0° = y00. 


这 表明 , 当 工 这 1 且 工 和 ee 时 ,有 惟一 的 yy 天 并 ,使 六 ==”. 
实际 上 ,要 证 a 汪 刀 , 可 转化 为 :(1) 证 a* 一 上 汪 0;(2) 证 blna 
一 alnb 二 0;(3) 证 a /5 二 1. 从 而 可 以 选择 一 种 最 易 确定 广 (x) 符 
号 的 方法 . 
例 4 证明 下 列 不 等 式 : 


(1) 1 十 xin(z 二 vl 二 zx)> vl++r,r> 0; 


la+t6i [a | 12 
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- - 
(3) 二 rx 之 ],，0 二 rT 二 1; 


(14) 0 < 了 < 三 ， TT 记 0,TXT 闫 1. 


证 (GD) 设 /(7) 二 1 十 xln(x 十 VT 十 下) 一 VT 十 如 , 则 
f(r) = ln(xr 十 v 1 rx) 


十 你 1 十 一 ”一 Tz 
rz 二 Vix lxi Vi+xr’ 
= lIn(r 十 V1 十 zx)>0,X 交 0. 
所 以 在 (0, 十 ce) 内 ,f(x) 严格 单调 增加 .而 1(0) = 二 0, 故 
1 十 xlin(r 十 i 十 7) 一 M1 十 x 之 0， 


即 1 十 zin(rzr 二 vv1 十 xz) 人 盖 YV1I 十 大 工人 0. 
、 并 , 
(2) 设 fz) 一 元 二 二 , 则 / (Z) Ca per 所 以 f (7) 


单调 增加 . 
又 le 十 中 委 jlol 十 |2|， 令 工 二 la 十 51 ,zs = 二 al 十 12|， 
则 大 xz 过 f(x), 


la 十 总 | 一 lai 十 
|a | 


~ | 过 lal| I5| 
rr 十 la 十 2 “x 十 十 | 一 十 al 十 |10P 
1 

1— 


(3) 令 Fr) rr 十 zx 
等 式 两 边 取 对 数 可 得 


In/f (x) = ln(l + x) 十 


- (1 十 zzrs, 则 /zxz) 之 0. 对 


zlnx, 7 > 0， 


Per = For)y ， md ya 
(] 一 2) 


3 / 四 一 人民 i| 上 7 


所 以 epD nr 1 gl)=0,0< 过 rr]1. 
帮 记 (Cr)<0, 81) 严格 单调 减少 , 故 
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lim /(x) < Ar) 二 lim f(r), 


Xx- r=-0t 
有 2 
(4) 二 > 0 是 显然 的 ,只 和 需 证 Tinr 一 二 
ra rT:—1 2 
当 0 二 x 二 1 时 ， A < 三 ~ 2inz > 二 一 ! 4 


2 
f(t) =2nr ml onr rt, 
7 z x 


则 | /= 一 1 一 训 =-|1- 二 | <0. 
区 上 .站 
所 以 f(z) 在 (0,1) 内 严格 单调 减少 ,f(zx) > lim f() = 0. 故 有 
tii] 
Tinxr 


1 pr A 
字 < 二 .于 是 欲 证 不 等 式 成 立 
例 $S 证 明 下 列 不 等 式 . 
(1) pe”’? 十 qe 挟 < 一 ee /Bp ry) ，p， q 人 > 0 ,pb 十 0 一 ] ; 
(2) (1 十 7 一 (一 2 2,4 宇 1,0 才 XT 和 1; 
(3) (Xx 十 yy) > Cr” 十 1 ,YY > 0,p 人 > 0 全 0; 
(4) Te ”> -7, 0 之 TT 之 1. 


证 (1) 将 不 等 式 变形 为 perm 十 g 委 ertr ep , 令 过 一 
2pqy 得 ,pe* 十 9 二 e2pty 4 
令 /COy) = ez 0 pe , 则 
f(y) 一 ez| (2p 十 yer 20 一 2p |= e*g(y), 
gO = yp og) 0, yE (一 co 十 oo) 
所 以 当 y 之 0 时 ,g(y) 之 0; 当 y 忒 0 时 ,g(y) 过 0. 于 是 对 yE€ 
(一 00, 十 0), 恒 有 f(y) 宇 1(0) = 9g. 故 
pe + qe pe + ge er se 
(2) 令 (7)= 二 中 十 一 《一 ,0 安达 1, 则 
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(r= 二 2 一.) | 宇 00> 1). 
所 以 f(x) 在 [0,1] 上 严格 单调 增加 ,又 (1) 二 2 , 故 
fr)=0 + 一 x)?2,0 芝 XxX 世 1. 
(3) 将 等 式 变 形 为 各 十 (x/y)** 守 [1 十 Cr/y)?] 信 , 令 f (a) 
二 (1 二 1) ,i 之 0,0 过 a 过 十 史 , 则 由 证 变形 后 不 等 式 转化 为 证 
f(r) 在 (0, 十 ce) 内 的 单调 性 . 
因为 lInf (x) = 一 In] 十 1°)， 
fla) lrearlnt 
fla) | 过 | 十 1 ntl 二 | 
in 大 一 (1 十 如 in 十 局) 
oa*(l1 十 总 ) 
-一 fn 十) 一 《1 十 1")ln(l 十 7) 
a (1 二 1) 
ln 十 2) 
TT ml He) 0 (> 0), 
所 以 由 f(a) <0a>0,1(a) 在 (0, 十 ce) 内 单调 减少 . 即 当 B 二 


时 ,十 OO >> (1 十 1'%. 令 1 一方 , 即 为 


E | 2) ~ EE J. 全 门 = 十 3 ] 1 -一 [ra 十 3]Ua. 


(4) 将 欲 证 不 等 式 两 边 取 对 数 ,得 
inz 一 并 全 一 jnzr 一 1Az， 


BD 2inz 一 并 十 1Mzr>0,0<z<<1. 
令 /Cr) = 2Inz 一 + 十 1/zx; 则 1(1) 一 0, 昌 
让) 一 一 1 一 襄 = 一 生计 0,0<r<1 
区 并 7 


故 /zz) 严格 单调 减少 ,有 /xz) > /f(1)==0,0 之 z+ 过 1. 即 有 
2Inr7— r+ 二 + 1/r>0>riec ec” >>] 
> > l/r, 0 过 rl1. 
例 6 证 明 下 列 不 等 式 : 
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(1) e- 一 1 一 去 | > 0,， x 0 


arctanz 


(2) in(1] 十 工 ) 之 本 十 了， 之 0. 
证 〈1) 当 1 = 二 0 或 1 二 工时 ,不 等 式 显然 成 立 . 当 工 二 0,1 二 


工 且 上 和 天 0 时 ,有 
wey -ol:- 丰 ] [nl 一 革 
= In(r 0)— lnr+ oo 


f° 


由 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 有 
) nz = TY 2 
nz 一 : 下 当 t 过 0 时 ， 0 <x <E<r—t | 
t —1 t 
[nf (nT = 之 +i 0 
又 lim 1 一 二 | = lim 1 = ee 一， 
T= 二 co Ir* 十 co Ti 


所 以 , 当 z 一 十 co 时 ,| 1 一 去 | 严格 单调 增加 且 趋向 e, 妈 
e -一 1 一 二 | >0. 


(2) 令 忆 (rz) 一 (1 十 zr)in(l 十 z) 一 arctan7ryz 之 0, 则 


) _ z > 
F xz) 一 In 十 rr) 十 1 -一 一 =In( + x) + TF 0. 
故 F(z) 在 (0, 十 co) 严格 单调 增加 . 又 下 (0) 一 0, 即 F(x) 守 
arctanzx 
jn(l1 十 XT) 之 全 了 丁 于 7 


例 7 讨论 & 盖 0, 为 何 值 时 ,方程 
arctany — krt=0 


存在 正 根 . 
解 令 f(x) = arctanz — kr,T 之 0, 则 


1(o) =0, f(r) = | 
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Po) = 1 一 4A， f(r)= 站 二 < 0 


(1 十 工 
所 以 岂 (Cz) 严格 单调 减少 , 且 
lim /(x) 一 一 cc， lim f(r) 一 一 
xy-* 十 cc 7 十 cc 


当 & 之 1 时 ,六 (rz)<0, 于 是 
f(r) < 0) 一 0, 工 二 0. 
即 & 之 1 时 ,方程 没有 正 根 . 
当 0<&<1 时 ,有 
neo 人 0， 工 E [0, VO— E/EJ, 
<0, zzEfvQ A/R, 十 co]. 


即 了 在 [0,，V(1 一 有 &)JR] 上 严格 单调 增加 ,在 [VC 一 有)/k, 十 
co] 上 严格 单调 减少 . 有 
/CV(L 一 人) > 一 0， lim/f(r)=— 


由 连续 函数 的 介 值 定 理 和 /的 单调 性 知 ,方程 在 (v(1 一 有)/k， 
十 ce) 内 有 惟一 正 根 . 

例 8 设 f(z) 在 La, 十 ce) 上 连续 ,在 La, 十 ce) 内 可 导 , 且 
Pz) > 人 >0( 为 常数 ). 又 f(a) < 0. 证明:f(x)= 一 0 在 


aa 一 妆 到 | 内 有 惟 -- 实 根 ， 


证 令 b 一 a 一 > 则 由 拉 格 朗 日 中 值 定理 ,有 


f= f+ f(a) = fla)+f | 加 A 


=— /| 1 1 >0, a<¢<b 
即 f (xz) 在 [a,bj 两 端点 异 号 , 依 连 续 阻 数 的 介 值 定理 ,f(z ) 在 
例 9 设 f(r) 为 定义 在 (一 a,a) 内 的 偶 国 数 , 且 在 (一 4;0] 
内 严格 单调 减少 ,证 明 .f(x) 在 [0,a) 内 严格 单调 增加 . 
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证 “” 任 取 站 reE [0 , 且 妆 < 即 0 和 zi 委 妆 二 4, 则 
一 4 过 一 之 一 之 0. 由 于 f(r) 在 (一 a,0j 内 严格 单调 减少 ， 
即 太一 za) 之 f( 一 xz) ,但 (zx) 为 偶 当 数 ,有 

fr) = fT) > /f(T) = /f(r), 

所 以 f(z) 在 [0,a) 内 严格 单调 增加 . 

二 .函数 的 极 值 与 最 值 问题 

确定 函数 的 极 值 可 以 用 第 一 充分 条 件 , 也 可 以 用 第 二 充分 条 
件 ,具体 使 用 时 一 定 要 根据 实际 问题 决定 ,使 问题 简洁 明了 . 

例 10 根据 题 给 条 件 ,讨论 指定 点 是 否 荐 数 的 极限 点 ,是 极 


大 信 点 还 是 极 小 值 点 . 
OD Bim AD = LC 1 


(2) 已 知 了 (zr) 在 (一 oo, 十 co) 有 定义 ,zo 关 0 是 f(x) 的 极 
大 值 点 ,对 一 太一 工 ) 讨论 一 zo; 


(3) 已 知 7(z) 二 阶 连续 可 导 , 且 (0) 一 0,lim 和 5 一 1, 讨 
人 


站 二 0， 


解 ” (1) 国 lim 他 二 人 一 一 1, 依 极限 的 保 号 性 知 ,在 
茶 U(a) 内 ， ML < 0, 即 fn) 一 ae)<0(z 天 a). 所 


以 ,ja) 是 f(x) 的 极 大 值 ,z = 4 是/(x) 的 极 大 值 点 . 


将 极限 式 改 为 lim 人 4 池 二 人 2 一 An 为 正 整数 改天 0, 可 以 
证 明 : 

若 六 为 偶数 . 当 & 二 0 时 ,al) 为 极 小 值 ;车 有 二 0,f(a) 为 极 
大 值 . 

车 为 奇数 , 则 在 U(a) 内 ,有 

f(r) — fla) = (4a) rm a)’ 
在 x 二 a 两 侧 蜡 号 ,所 以 f(a) 不 是 极 值 
v 200” 


(2) ze 天 0 是 /zcz) 的 极 大 值 点 ,但 不 一 定 是 /4Gzr) 的 稳定 点 . 

一 一 太一 了 7) 的 图 形 与 y = f(x) 的 图 形 关 于 原点 对 称 , 故 
zo 关 0 是 f(x) 的 极 大 全 点 时 ,一心 是 一 太一 :7) 的 极 小 值 点 . 

(3) 因 为 1 (0)==0, 所 以 = 二 0 是 (x) 的 稳定 点 .由 
lim 


im 车 汪 = 1 知 ,/(z) 与 |z| 是 等 价 无 穷 小 . 因为 在 UC0) 内 ， 
|z| 0, 故 9(7x) 0. 依 极 值 的 第 二 充分 条 件 ,f(r) 在 x=0 取 
得 极 小 值 ,所 以 了 = 0 为 极 小 值 点 . 

例 11 设 /(r) 在 (一 0，, 十 oo) 内 和 恒 满 足 方程 

(zo Fr) +2 1 f(r] =1— el , 

(1) 车 /(7) 在 x = 二 a (a 关 1) 处 取得 极 值 , 则 必 为 极 小 值 ; 

(2) 各 jz) 在 zx 一 1 取得 极 值 ,是 否 为 极 小 值 ? 

证 (1) 由 题 设 知 .Fz) 在 (一 co, 十 co) 内 二 阶 可 导 ， 故 若 在 
Zz 二 a 取得 极 值 , 必 有 /2 二 0, 则 有 


f(a) =- er “)，a 关 1. 


当 a 二 1 时 ， po wip 也有 ma >0. 所 以 1(x) 
在 工 二 a 取得 极 小 值 . 
(2) 是 . 因为 /(1) = 0, 而 
f(T) = [le 2 — D(z))] 
由 f(x) 的 连续 性 知 , /f(x) 连续 , 故 
Pa = lim ]—el 7— 2(r— 1) (C7))’ 


TT— 1 
1 1-—e' * ， 一 {1 一) 
|] jm 
im = lim l. 


由 万 (1) > 0 知 ,yz) 在 z= 1 取得 极 小 值 . 
例 12 设 正 值 序列 {z,} 满足 lnr, 十 一 <<1. 证 明 :limz, 存 
在 . ， 
,251 。 


证 ”因为 对 /(z) = 二 十 Inz,z> 之 0, 有 刀 (z) 一 二 一, 所 
2 


A 


以 ,zr 二 1 是 稳定 点 .由 "(1) = 
为 极 小 值 , 即 最 小 值 

由 上 知 lnz, 十 二 一 之 Inz 十 记 , 即 Zz 性 Zt1, 所 以 {z,) 严格 
单调 增加 . 从 而 limz, 一 a 存在 , 且 a > 0. 


一 1> 盖 0 知 ,1(1) 一 1 
YY 


六 3 


设 a = 十 oo, 则 对 Inz, 十 二 一 之 1 取 w 一 oo 的 极限 ,得 十 oo 
< 1, 这 是 不 可 能 的 . 故 a < 十 co. 

对 不 等 式 Inz, 十 元 -<1<<lnzr, 十 过 取 极 限 ,得 na 十 去 一 
1. 由 第 一 段 知 a = 1, 即 limz, 一 1. 

例 13 证 明 :Fz 十 (一 zx》<1,0<z<1,p>1. 

证 “引入 辅助 函数 f(x) = zx? 十 (1 一 xz)?, 则 

PKz) = p[zo 一 (1 一 zz)!]=> 稳定 点 x 一 少 ， 

又 f(z)= pp— Dr 十 (一 TD 和]>>0. 
帮工 一 序 为 /(z) 在 (0,1) 的 惟一 极 值 点 , 且 有 极 小 值 /| 六] = 
ji 而/(0) = 7(1) = 1 为 /(z) 在 [0,1] 上 最 大 值 ,于 是 


i 十 (1 一 rl. 
例 14 《1) 求 函数 /jz) 二 x 一 pr 十 q (p 之 0) 的 极 值 点 与 
极 值 ;(2) 求 方程 z 一 px 十 9 二 0 (p 之 0) 的 三 个 实 根 的 条 件 . 
解 (1) 因为 六 (7x) = 37? 一 户 ,所 以 稳定 点 为 + 二 土 Vp73. 
又 (7) 一 67, 知 六 YAp/3) > 0 一 Vp/3)<0 则 xz) 在 


x 二 Vp73 有 极 小 值 FC VB73) = 一 2| 台 |] “+g; 在 z 一 一 V p73 
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有 极 大 值 /一 Vp/3) = ?| 回国 十 4. 


(2) 因为 lim /f(x) 一 十 co ,lim /7z) 一 一 co, 所 以 若 极 小 值 
fC(YVp/3) 二 0, 极 大 值 /( 一 vp/3) 0, 则 /Cr) = 0 有 三 个 根 ， 
分 别 在 区 间 z 

(— co ， 一 Vp/3), (一 Vp/3, vp/3), (Vp/3, 十 ceh， 


要 满足 条 件 一 z| | <a<z| 专 ) ,可 简化 为 | 对 | < [如] 
例 15 设 在 [0,a] 上 f(x)| 志 M, 且 (zx) 在 (0,a) 内 有 极 
大 值 ,证 明 :; | (0)| 十 | (a)| 志 Ma. 
证 ” 设 1(r) 在 点 cE (0,4a) 有 极 大 值 ,; 则 《ce) = 二 0. 对 良 《zx) 
在 [0,cj,Lc,a) 上 分 别 应 用 拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 有 
fmf 0)= ef), 6 € (0,c), 
f(a)— fe) = (a ef (6,), €,€ (c,a). 
由 广 (c) 一 0 知 ,f 00) = 二 一 cf( 人 1), 扩 (a) = (a 一 c) (和 ). 故 
| 六 (0)| 十 | 六 aq | = ef (Et) + (a 一 c)| (CD)| 
M+ (a 一 c)AM 一 aM. 
例 16 设 zrs 一 a( 常 数 ), 且 zi >>0,zrs > 盖 0, 求 她 十 好 的 
最 小 值 ( 盖 0 > 0). 
解 因为 rizrs = 二 4, 所 以 
f(t1) = 7 + (af/r1)", 
fT) = mr NTT = Gnxet" — na") /r+tl. 
令 广 (zi) 二 0, 有 惟一 球 点 rie 二 Ga /V+ 
当 0 < f/m) ti 时 ,frn) 0; Yr > 
Ga /mW 时 , 廊 (Xi) 之 0, 故 xio 为 f(z) 的 极 小 值 点 , 即 最 小 
值 点 . 最 小 值 为 


Cr /| per” 上 六 站 十 二 ) Lp nin + 人 7 nl 
1 . 77 na” /mn Yl/ Un/n) 
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rp 


7 
十 | UR (a” ) nt 元 十 nH | 
i 
A ， 上 mn 
| 7 M+ 十 7 
| 12 Hi | 


例 17 ”证 明 不 等 式 ab 声 a 十 地 0 其 中 a 宇 0,5 守 0,p>> 


| 了 
一 一 上 
l, Ty 
证 令 /(z) = x 一 地 ; 则 
， 1 41- _ 1/ i 
pnd) 


有 惟一 稳定 点 x 二 1. 当 0 二 zx 二 1 时 ,了 六 (7) 这 0; 当 xX 之 1 时 ， 
f' (x)<o0. 所 以 /(1) 一 1 一 方 一 可是 极 大 值 , 即 /(z) 在 
[0, 十 co) 上 的 最 大 值 . 故 


rb TL 
Pp 9 
p 
令 z= 务 代入 地 一 0 时 显然 成 立 ), 得 
a la 1 1 pt- 1 
Ob"’? po < q a pr ? < 0 9， 
a ab iart Lp. 
p g 


(1) 利用 本 例 可 以 证 明 赫 尔 德 不 等 式 
at < | > 和 《之 二 "， 


其 中 心 盖 0 二 0， 二 了 = ] ,R= 111,21 
只 和 需 设 Ud 一 ar | | > jaf | 0 一 oj > ,代入 例 中 不 等 
k= 1 太一] 


式 , 再 将 两 边 对 &A 求 和 , 即 可 证 得 . 
当 p 二 9 二 2 时, 称 柯 西 - 施 瓦 效 公式 
. 254 ， 


| ep 过 | sa] { Sn . 
(2) 应 用 替 尔 德 不 等 式 可 以 证 明 闵 可 夫 斯 基 (Minkowski) 不 
等 式 , 有 


to < (De) "(Du)™, 


n=1 


其 中 必 之 0, 之 0， p>>1， k= 1,2,* 


由 > 十 pf -一 > Ck 十 Di) Car 十 jD)P 


== 


上 =1 


二 一 Vaca, 十 be 十 NAC 十 六 )2 一 ” ， 
k= 1 
注意 到 TT 了 = 1,9(p 一 1) = Pp, 应 用 赫 尔 德 不 等 式 , 有 
Sa to < (Da Dt bn p” 
k=1 4 全 


一 1 
十 1 D0) “[S 十 | 
z k=1 


= | | of) 二 [24) “E> J (a + hr) 
变形 即 得 闵可夫 斯 基 不 等 式 . 


第 五 本 函数 的 凸 性 与 拐点 


主要 内 容 


1. 设 / 是 区 间 了 上 的 函数 ,YY rr ET 和 AGE (0,1). 恒 有 
( 取 “ 一 ” 称 严 格 凸 ) 则 称 了 为 1 上 的 凸 函 数 . 若 恒 有 


fOr + (1 oA)7r) 宕 A) + (1 CO— Nf (zx) 
( 取 “ 汪 >” 称 严格 四 ) 则 称 二 为 了 上 的 凹 图 效 . 
2. /为 1 上 上 出 消 数 TT 上 任意 三 点 Xz 过 Ta 二 zs， 总 有 
f(rs) 一 fr) 二 / (zs) 一 1 Crz) 
| 3 
3. 设 /在 区 间 了 上 可 导 , 则 下 述 论述 等 价 : 
(1) /为 1 上 点 区 数 ; (2) 了 为 1 上 递增 消 数 ; 
(3) 了 定义 在 区 间 7 上 ,V zs E 7 
fr2) 2 fT) 二 f(r) (x CO— TX1). 
4. 设 / 在 7 上 二 阶 可 导 ,/ 为 了 上 号 图 数 和 > 在 7 上 姓 (Cz) 之 0， 
5， 入 森 (Jensen) 不等式 ”在 /了 为 la,oj 上 吓 函 数 , 对 任意 z， 


E [asbj,Nh200=1,2,…,n), 且 ( > 和 = 1) ,有 
i=| 


f\ Nx) (NF)). 

6. 行 》 三 /(7z) 的 曲线 在 点 Cxo,f/(xo)) 处 有 切线 穿 过 , 且 在 
切 点 两 侧 的 曲线 分 别 是 严格 凸 和 严格 外 的 , 则 称 点 (Czo,7Czo)) 为 
曲线 的 拐点 . 

7. 奋 / 在 .二 阶 可 导 , 则 (Cro,yCzo)) 为 y= 二 f(x) 的 曲线 抛 
点 的 必要 条 件 是 f"(x6) = 0. 

8. 夺 /在 Xzo 可 导 , 在 U(xo) 内 二 阶 可 导 , 且 在 UU"; (xzo) 和 
U°*_ (zo) 上 (x) 的 符号 相反 , 则 (Cro,/(x6)) 为 y= 二 /f(zx) 曲线 的 


疑难 解析 


1. 叙述 /(z) 在 区 间 1 上 是 凸 函数 的 等 价 命题 

答 。 f(x) 在 区 间 7 了 上 是 凸 函数 的 定义 共有 三 种 形式 ， 

(1)f (zx) 在 区 间 IT 上 可 导 , 曲 线 /(z) 位 于 曲线 上 任意 点 
* 25606 « 


(x ,J CX)) 的 切线 上 方 . Bp ¥ Za € 7, 有 
f (x2) > 一 X1) 十 f(x). 
(2) 设 哨 数 (x) 在 区 间 1 上 连续 ,V Xi Ts Ee 了 ,有 
1 十 Za; Fi) + f (x;) 
/#2|< 2 


(3) 设 函数 1(x) 在 区 间 T 上 有 定义 ,VY T,XzE1 与 4€ 

(0,1), 有 
jz 十 (一 人 zj 委 4fGz) (Nfz,). 

将 上 式 中 的 “二” 改 为 “之 ”, 则 为 严格 是 的 定义 . 

其 它 等 价 命 题 还 有 : 

(4) 主要 内 容 之 2. 

(5) f(x) 在 TT 上 可 导 ( 或 二 阶 可 导 ), 了 (x) 在 1 上 单调 增加 
(或 YrzEl,f"(rx) > 0). 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


例 1 设 f(r),g(7x) 为 (a,6) 上 的 凸 消 数 , 证 明 : 
h(xr) A max{/(z),g(z)) 
也 是 (ao) 上 的 凸 医 数 . 
证 ”利用 品 函 数 定 义 . 设 人 盖 0 十 一 1 则 ViyzsE 
(a,b), 有 
WAC A 
AhCr) + hhCr,), 
BMT 二 zt) EABCT) + Npg Cr,) 
< ARCT) + hh x,), 
从 而 AGOzr 十 hrs) = max{f Or 二 hr) ,g(r + Nr,)) 
AhCT) + Lh(r,). 
所 以 h(x) 为 凸 孙 数 . 
例 2 设 0 二 记过 二 过 下 之 茎 之 Xz, 证 明 : 
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.之 1 一 2 十 >" 十 T， 


71 
证 ” 令 f(r) = 一 sinzx,z € (0,7), 则 
f(r) 一 一 COST， f(x) — SINX > 0， 
玫 /Cr) 是 (0,x) 上 的 严格 同 函 数 ,由 詹 森 不 等 式 


f | < [f(x) 十 rz) 十 … 十 f(z,)j， 
即 得 欲 证 等 式 . 
例 3 利用 f(r) = 一 inz (x 之 0) 是 凸 纯 数 , 证 明 : 
(1) zz < xz 十 和 rs 十 十 加 Ts; 其 中 文 ; 之 0, 入 之 


0, 2% 一 ] ; 


i=] 


(2) 当 zx;> 0， ! 一 1 ,2 ,7 时 ,有 


i nj | 十 op, 十 早 虱 只 十 Kr si 
TT < TIL2a AT < 去 站 


1 l,l 
2 


.之 1 yr 


全 二 (sinzi 十 Sinz， 十 … 十 Sint,)， 


| 


证 (1) 因为 /(x) = 一 lnz (x 之 0) 是 凸 函数 ,所 以 詹 森 不 
等 式 al > ,Ni] < PNAf Cx) 成 立 . 即 
1 一 1 1 一 ] 
一 jnGCaizl 十 rz 十 … 十 AT，) 
< 去 一 [jinr 十 和 nz 十 … 十 人 lnz，| 
之 一 ln(Czr 十 Mr 十 … 十 和 二 一 InGCzir2 Tr) 
二 ln (A 十 17r 十 惕 十 7) 之 ln(xrtz2wezm)， 
从 而 TNT SS AI 十 Azz 十 … 十 NT. 


(2) 在 题 (1) 中 令 六 = 土 , 则 


as 
1 


9 Ti 十 To 十 … 十 
Se 一 一 一 一 一 一 一 一 


ni 
又 对 (Cr) In (7 之 0), 取 x 之 0, 则 二 >>0， ! 一 ] ,2,*"， 


n. 由 詹 生 不 等 式 
“0258. 


] l l 
| 一 十 一 十 十 二 11rH1l 工 | +) 
J 并] 1, i 一 二 | 7 十 /| .了 3 十 十 .十 
} 
1 ,1 .1 
3 In ri Tt» Ti 
人 7 
LT 1 1 1 
委 一 二 | 二 十 下 过 十 十 jn | 
] ] ] 
| Tt > ll 
7 一 1 区 人 1 
了 十 1 十 .eg 十 1 
x 代 ， 7 


综合 题 (1). 题 (2), 即 得 欲 证 不 等 式 . 
[oO 你 二 0G 一 1200)) 且 > 一 1 则 


i=1 


fl > Nr < Nf ri). 
证 ”用 数学 归纳 法 . 
当 二 2 时 ,由 定义 (主要 内 容 1) 知 命题 成 立 . 
设 六 一 大 时 ,他 题 成 立 . 即 


k z k » 
a > 7) < ZNf (ri) 2 == ]. 
:一 ] 本 一 上 :== ] 
当 n= 二 上 十 1 时， > 二 1 , 则 
一 


帮 十 


+ ， 太一] 
/ > Nr] 一 /A > Nx 十 AT 十 AT 
fi:=1 | i=] 


太一 】 
A 人 +1 | 
一 /| ZN 十 (As 十 hn) | rp 十 A 十 hr +t! 


< 人 Mi+1 z 
< 之 ACT) 十 (A 十 wo Nt 十 入 十 双全 1 


< Pape + 二 Ma 全 一 Ti 十 守 寺 和 一 I 要 nn | 


直 十 1 


= SA) 十 fT) + hrf zr) = 2 Xf Ci). 
所 以 ， 对 任意 的 ,都 有 


a Sx) 一 Nf x), > 一 1. 

例 5 证 明 : 

(1) 若 /,g 都 是 TT 上 的 凸 孙 数 , 则 af 十 pg 也 是 凸 函 数 , 其 中 
ax 是 正 实数 . 

(2) 车 f,g 是 TIT 上 非 负 上 旺 防 数 , 且 /与 8g 在 I 上 都 是 严格 单调 
增加 (或 单调 减少 ) 的 , 则 /.g 是 7 上 的 凸 函数 . 

(3) 设 了 五 一 天 与 85:7 一 R 都 是 凸 函 数 , 且 g 严 格 单调 增加 ， 
则 &*/ 了 是 六 上 的 凸 函 数 . 

证 (1) 因为 1,g 都 是 ZL 上 的 凸 函 数 , 则 V zzzE7 和 YA 
E (0,1), 有 

fArit (1 oA)zr) Ar) + (1 — Nfzs)) 
jz (oAVz) EM) (1 — Vg (xz;)) 
故 af (Azi 十 (1 一 4)zz) 十 BgCz 十 (1 一 hz) 
Alaf (ri) 十 pg(CrD) 十 (1 一 人 (CCz) + gx)). 

其 中 ,6 为 正常 数 , 故 cj 十 Bg 也 是 凸 函 数 . 

(2) 设 /,g 在 1 上 严格 单调 增加 (单调 减少 类 似 可 证 ) ,f(zx) 
> 0,g'(z) > 0. 并 有 jz)>0,g(z)>0. 则 Y xi,xs€7, 不 妨 设 
Zy D X， 有 

f(x2) fz) + f(x) (zx; 一 2)， 
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g(T2) 之 BCZi) 十 BCZIDCZz 一 21) 
因为 (fg) = 了 8g 十 fg 所 以 
fxr) er) fTOBT) + fF (rg TI) rs 一 ai) 
+ fr)g Cr) rs — zr) + f rg’ rT) rs — Zi) 
之 f (7X1)g8 (TI1) 
十 [ 户 (zDgCz tt f(r)e' (rz) (x, — x1). 
所 以 , 按 等 价 定义 (主要 内 容 3 中 的 (3)) 知 ,f，g 是 凸 函 数 . 
(3) 因为 / 是 凸 国 数 , 则 VY zzzE7I 和 AGE (0 1)， 有 
Ar (oA)r) A) + (1 Oo A (x,). 
又 由 g(x) 严格 单调 增加 ,有 
EAC 
而 8g 为 ;一 R 上 凸 明 数 , 有 
gLaAf Cx) (1 ~ Nf zr) 
< Aglf rt) + (om AgLf (zr,)|. 
由 式 了 由 、 式 包 可 得 
gE。JjLAzl 十 (1 一 AT 和 48。j/Cz) (Co— Ng oo /rs). 
所 以 /。& 是 六 上 的 凸 函 数 . 

例 6 设 f(z) 在 (a,6) 内 可 导 ,Y zyE (a,6), 生 Xx 之 y, 
惟一 的 = E (zy), 使 f(y) 一 f(x) == 六 (z)(y 一 工 ) ,证 明 ;f(x) 
在 (a,5) 内 是 严格 凸 或 严格 止 的 . 

证 ”用 反 证 法 . 设 函 数 六 xz) 在 (ea,p) 内 不 是 严格 凸 或 严格 四 
的 , 则 3 zztyzsE (a,6), 且 Zl 二 x 过 ZX, 对 曲线 y= 二 f(x) 上 
的 三 点 (Tif(z1)) (zssf (zs)),(zs,/(zs))，, 有 


® 


-~ f (Xx2) = 人 dr — ZX1) + f(x), 
f(z2) = 全 二 dr 一 zs) + f(z3), 
1 


或 (zz) 一 f(x) _ f(x3) 一 f(x,) _ f(x) 一 f(zx;,) 


~ I 心 3 一 XA» 1 一 之 3 


e。 261。 


即 三 个 点 CXr1,f (71)) 9 《7 ，/ (zy ) ， (3 , f(T)) 位 于 一 条 直线 上 . 依 
拉 格 朗 日 中 值 定 理 , 有 


fx) 一 /zs) fT) fT pee), & € (Crs,), 


| J .二 2 41 
SD Tf) -7 fm) pe), b, € Grrs). 
A ~ A 5 一 


A 2 ， (XT1) 一 / (Xs3) (7 ) 
显然 si 和 关 人 ,这 与 只 存在 一 个 ,使 _ 人 


所 以 jz) 在 (a,2) 内 是 严格 凹 或 严格 凹 的 . 
例 7 设 ad; >0 (1 = 1 ,2,.** ,71) 不 全 相等 ,证 明 ，: 


czrlncz， 十 aitlna, 二 … 十 alna， QT 二 a7 十 十 人 


二 (7) 玫 眉 ， 


(1) x af 十 az 二 十 x | 六 
> 0; 
ks I ee x 1ir 
(2) 1 =| 轩 二 曲直 如 在 (一 oo, 十 oo) 严格 单 
调 增 加 ; 


(3) arctan(Chcl 十 ds 十 十 人 cd) 之 arctancdi 十 人 arctanea， 
十 … 十 Aarctana,. 

证 (1) 考虑 国 数 /zxz) = xlnz,; 则 (x) 一 1 十 jnzy 挛 (z) 
= 1] 人 0(Cr<0)， 所 以 jcr) 一 xx 是 (0, 十 ce) 上 的 凸 函 数 ,又 
a (i 二 1,2,…,n) 不 全 相等 ,所 以 由 詹 森 不 等 式 , 有 

/aD + 二 二 fai). 
天 和 ii 

将 f(r) 代入 , 即 得 所 证 等 式 . 


(2) 因为 lim/(x) = Narase…a, (类 似 第 二 节 例 9) ,再 补充 定 


义 /(0) = Var…as， 则 函数 /Cz) 在 (一 co, 十 co) 上 连续 . 当 x 
关 0 时 ,有 
1 f"' (7) 
[inf(x)] = ery 
= 二 | aijncl c+ailna; 十 … 十 czlina， 


十 时 十 人 + 
af 十 a3 十 … 十 才 


2 和 
人 
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由 /A (z) 盖 0 及 上 例 知 , 当 z 天 0 时 , 太 (Cz)>0， 故 /(CZz) 在 
(一 ce， 十 ce) 上 严格 单调 增加 . 
(3) 涤 虑 图 数 /Cr) 王 一 arctanr EE (0, 十 550), 则 f(r) = 


i 


函数 . 由 往 林 不等式 (即将 f(x) 代入 ), 得 
arctan(Aai 十 as 十 … 十 Aa,) 
之 Aarctana! 十 harctanas 十 … 十 harctana,. 


例 | 8 设 ab,r,y 都 是 正 数 ,证 明 : 
zin = 十 yln 六 > (zx 二 y)ln = 


0(07D0). 即 Jr) 为 (0, 十 ce) 上 的 凸 


a > 
证 fe C0) 则 产 (Cz) 一 1 十 1nz， 1 (7) 一 


一 之 0， 所 以 f(xX) 为 凸 图 数 , 有 


TT 十 yy) 十 y 7 va y 
noi rs 二 CQ 十 
故 (x 十 y)ln 二 < rln 7 二 Mn- jb rln 二 十 yim 方 . 
例 9 利用 函数 的 凸 性 ,证 明 ， 
(1) pe 十 多 ) 全 二 二， TT>0,y 这 0,T 了 yn 1 
] 


(2) (er 十 e?) 人 e+， TT 关 %. 


证 (1) 设 jz) 王 如 则 产 ( =n271,f0) = 二 G1 一 Dr- 
当 呈 盖 1 时 , 太 () 盖 0 0) ,所 以 7) 为 辐 函数 , 依 定义 ,有 
1 十 (1 一 Mi) < AGO 十 (1 一 7)， 
令 二 ,ti 二 y,4 = 1/2, 即 得 : 


Fr +y) 渤 车 y > 


(2) 设 /1/00)=ei, 则 G4)=e py 2 二 ce 六 0, 所 以 /(Q) 为 
同 消 数 , 同 题 ()， 了 到 1 = ,1 == 5 3 一 1/2, 即 得 
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(er 十 er)/2 人 ef 天 
， h 2 
例 10 设 概率 曲线 y= -天 在 点 zx 一 十 ac 处 有 拐点 


(> 盖 0 六 人 0), 和 o 有 何 关 系 ? 
一 2h x pr 2 人 2 2 p22 , 
yh C11)" , 今 y 
解 内 》 二 4 3 


二 0, 可 得 x, = 二 十 .讨论 ze 与 工 的 值 , 知 : 
当 Ix| 过 |zx| 时,y 过 0; 当 |x| 之 |zol 时 ,y” 之 0. 所 以 , 当 


x 一 土 学 之 一 土 " 时 ,y 的 曲线 有 拐点 , 即 一 作 生 ， 


例 11 确定 y==&(zx? 一 3) 中 的 值 ,使 曲线 在 拐点 处 的 法 


y= 2k(7 Oo 3) = 4k7r ~— 12kr, y= 12k(7z + 1)(r CO— 1), 
所 以 ri 一 十 1 可 能 是 拐点 .讨论 y 的 表达 式 , 知 y 在 x1.z = 二 土 1 
两 侧 并 号 ,所 以 zi 一 十 1 确 为 拐点 横 坐 标 . 拐点 为 (1 ,4k&k) 和 
(一 1,4k)., 

在 点 (1,4k) 处 切线 斜率 上 = 二 一 8&, 法 线 方程 是 y 一 4& = 


二 (7 一 1). 将 原点 坐标 (0,0) 代入 ,得 


1 YY2 
在 点 (一 1,4k) 处 ,类 似 可 得 相同 结果 
故 当 k 一 十 2 时 ,曲线 y 二 h(x: 一 3)? 在 拐点 处 的 法 线 通 
过 原点 


例 12 确定 曲线 y= 二 azr 十 bz 十 cr 十 d 中 的 a,b,c,d 的 值 ， 
使 一 一 2 为 稳定 点 ,(1, 一 10) 为 拐点 , 且 ( 一 2,44) 在 曲线 上 . 
解 ”由 题 给 条 件 列 出 方程 组 求解 . 
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一 8a 十 40 一 2c 十 d = 44， a 二 1， 


a 十 2 十 c 十 gg 三 一 10， J 3 

l24 一 46 十 c= 二 0(Cy 一 0)， |¢c= 二 一 24， 

6a 二 26 =: 0 (yy 一 0)， d = 16. 
例 13 证明: 曲线 y= 下 二 二 的 三 个 拐点 在 同一 直线 上 
、 ， 一 民 十 2z 十 1 
让 因为 一 (zz 十 1 3 
,2(z 二 + D[z— (2 V3)]lz— C+ v3)] 
2 (zz +1) ) 


所 以 zi = 一 lz 一 2 一 V3,r 一 2 十 V3 时 ,光一 0. 

经 考察 ,在 (一 oo, 一 1) 内 , 交 <0 在 (一 1;2 一 V3) 内 ,入 
> 0; 在 (2 一 V3,2 十 V3) 内 ,y" 达 0; 在 (2 十 VY3, 十 吕 ) 内， 
1 一 vV3 


/之 0. 故 点 4 1， 一 D,Bl2— V 3, |, 
> 4(2 一 V3) 


4(2 十 V3) 
可 以 算得 直线 4B 与 BC 的 斜率 为 
(一 V3)/402 一 vv3)] 一 (一 1) 


C | 2 十 《三 ,卫士 | 是 曲线 的 拐点 


,二 
和 (2— V3)—(—1) 
_(9—5vV3)(9+5vV3)_1 
24 4 
jp Ut V3)/4C2+ v3)]—(—1) 
HC 
(2 十 V3) 一 (一 1) 
_ (9 十 5V3)(9 一 5vVv3)_ 工 
24 4 
两 直线 斜率 相同 , 且 都 经 过 B 点 ,所 以 A,B,C 三 个 拐点 在 一 条 直 


线 上 . 


第 一 节 不定 积 分 的 概念 与 基本 公式 


主要 内 容 


1. 设 函 数 下 与 了 在 区 间 1 上 都 有 定义 ,和 且 在 TT 上 F'(r) = 
f(z), 则 称 王 为 /在 区 间 1 上 的 一 个 原 函 数 . 

2. 〈 原 函数 存在 定理 ) “车 函数 了 在 区 间 了 上 连续 , 则 了 在 7 
上 存在 原 函数 己 

3. 设 玉 是 了 在 区 间 7 了 上 的 一 个 原 函 数 , 则 

(1) FF 十 c 也 是 了 的 一 个 原 函 数 ,其 中 c 为 任意 常数 ; 

(2) /的 任意 两 个 原 函 数 至 多 相差 一 个 任意 常数 . 

4， 函 数 / 了 在 区 间 7 了 上 的 全 体 原 函数 称 为 了 在 7 上 的 不 定 积分 , 记 
作 | Aerodz 一 F(zr) 十 c. 

不 定 积分 的 几何 意义 是 : 若 己 是 了 的 一 个 原 函 数 , 则 y = 
F(x) 的 图 像 称 为 了 的 一 条 积分 曲线 , 任 一 条 积分 曲线 在 横 坐 标 相 
同 点 处 的 切线 都 是 互相 平行 的 . 

5. 不 定 积分 的 基本 公式 ， 


G) Joar = (2) Jir=rte 


(3) |zdz ~ ee 天 TO 


Ta 二 1 
a 二 1 
(4) | Lar = inlzl 十 5 (5) |ear=e te 
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(6) Jardx ~ 双 - 十 5; (7 ) |cosrdz 一 sinr 十 cj 
lna 
(8) Jsinzaz 一 .COST TC (9) |sec'zdz 一 tanx 十 Cc; 
(10) jcscszrdz 一 一 COtz 十 “ 
(11) |seertanrdz 一 secz 十 ci 
《12) |cscrcotrdz 一 一 cscz 十 ci 
dz . 

(13) | = =— arcsinzx + cc; 

i 二 

dz | 
(14) | Tr arctan 十 cj; 
(15) Jinxaz 一 zlnz 一 工 十 C 


(16) tanzdz = ln|sinr| 十 c; 


(17) |secrdz 一 lnjsecz 十 tanz| 十 ec. 


公式 (17) 还 有 其 它 形式 ,不 再 一 一 列 出 . 
6. 不 定 积分 的 运算 法 则 


(1) Iu + og)dr = | az 十 |saz (2) Jfar — k| fdz. 


疑难 解析 
1. 为 什么 说 微分 运算 *d” 与 不 定 积分 运算 构成 一 对 逆 运 算 ? 
答 “从 原 函 数 和 不 定 积分 定义 可 以 看 到 ;PCzr) 是 f(x) 一 个 


原 函 数 , 则 严 (z) 王 Cr).7Cz) 的 不 定 积分 | /Cz)dz 二 (x) 二 cc. 
所 以 ,有 


d[| /cradz] 一 f(x)dxr, ac 一 (zl) 十 和 


即 * 先 积 后 微 ,作用 抵消 ; 先 微 后 积 ,抵消 加 c”, 故 知 微分 与 不 定 积 
* 2067 * 


分 构成 一 对 逆 运 算 . 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


在 计算 不 定 积 分 时 ,要 注意 任意 常数 c. 当 积 分 结果 中 含有 < 
a 不 售 < 时 ,只 表示 一 个 原 国 数 . 一般 地 ， 

一 个 不 定 积分 可 化 为 几 个 积分 时 ,在 积分 号 全 部 去 掉 后 添加 一 
个 。 即 可 . 

一 、 不 定 积分 的 基本 概念 

谈 者 必须 十 分 清楚 函数 . 原 国 数 、 不 定 积分 之 间 的 联系 与 区 
别 , 在 辨析 问题 时 能 够 熟练 地 运用 . 对 于 涉及 基本 概念 的 问题 ,只 
能 利用 定义 和 以 前 学 过 的 连续 与 导数 概念 来 考察 和 人 研究 . 对 分 段 
孙 数 和 绝对 值 消 数 尤 应 注意 . 

例 1 判断 下 列 F(x) 是 否 f(x) 的 原 沙 数 ,并 说 明 为 什么 . 


2.: 1 
i 0 ， 
(1) ro Z 天 
0， 一 0. 
jain oo, 1, TX 关 0， 
/(7) = Z 
0， 二 0. 
1,， x+>0， 
(2) F(x) = 全 TT1l, 7 
TT， Tr 0. 
f(x) = — 人 十 i， 人 人 0 ， 
2 过 < 妇 0. 
解 (1) F(z) 是 f(z) 的 原 函 数 .因为 当 xz 关 0 时 ,有 
“ F(x) = f (zx), 
F' (0) lim 一 下 0) 1; zsin(l/x) 
r 并 一 0 


一 lim.rsin = ~ 0 = f (0), 
所 以 昼 有 F(x) = (zx). 但 f(x) 却 不 是 连续 函数 ,f(x) 在 z= 二 0 
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处 有 一 个 第 二 类 间 上 断 点 . 

(2) F(Xr) 不 是 f(z) 的 原 图 数 . 因为 严 ( 工 ) 个 连续 ,所 以 在 不 
连续 点 x 二 0 必 不 可 导 , 不 存在 F'(0) = 了 (0). 

但 当 xz 关 0 时 ,人 恒 有 F(x) = f(x), 所 以 F(x) 在 (一 o2,0) 和 
(0, 十 co) 上 是 f(x) 的 原 函 数 . 

例 2 一 曲线 通过 点 (le:,3), 且 在 曲线 上 任 一 点 处 切线 的 全 
率 都 等 于 该 点 模 坐 标的 倒数 , 求 该 曲线 的 方程 . 


解 。 设 曲 线 方程 为 y= /(x), 则 依 题 设 有 y = 二 ,于 是 


y= | Tdrte=lInzte, 
A 


目 3 二 lne’ 二 c= 2 二 c=>c 一 1. 
所 以 .曲线 方程 为 了 一 lnz 十 1. 
例 3 证 明 ， 
jz) PF F/O 
|[# ( 工 ) [Ff (x) jax 2 Fe | te 
证 ”因为 : 
[fe ] _ _ ft) . [ 户 (z 卫 一 FCz) Acz) 
2Lf (zx) z f’' (zx) [fF (C7) 
EAC CE 
fr) [fOr 
所 以 ,命题 成 立 . 
例 4 设 y== y(x) 是 由 方程 y(x 一 y) = zx? 所 确定 的 隐 涵 
数 , 计 算 不 定 积分 | 点 dz 
铮 ” 设 y= tzx, 则 由 参数 方程 得 
a — tri) = T=—>z = 二 re 
3 -1 
dT = 上 (1 一 2 ”2 二 
dy N22 2 
放 | = jca D0] nd 一 js 一 pk 
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-3 onr+Tec 一 一 yn 之 十 c 
让 TT 


例 S 设 /(7x) 的 原 函 数 F 六 (x)0, 是 00) 一 1. 当 rz 之 0 时 ， 


有 f(r)F(r) 二 sin*2Xx, 求 1 (xz). 
解 |/ nF nd 一 |sinz2zdz 一 二 | G 一 cos47x)dx 
二 工 一 Lindr 十 c， 


2 8 
x |f Fn dz 一 | PCodFce) 一 5F (XxX) -HeC， 


故 F2(z) 一 过 一 二 sin4z 十 ec. 


由 天 Cz) = /x 二 sin4r 十 c, 由 下 (0) = 1=>c 二 1. 所 以 
ea 
7 -一 一 SIndzr 十 1 
4 
(1 一 cos4z) /| 2 — /> 一 二 sin4z 十 -| 


例 6 设 单 调 的 连续 国 数 y= /xz) 和 一 9y) 互 为 反 函 数 ， 
= a (Vy) > 0, 证 朋 、: 


| Vf (x)dr -| VY (ydy. 


f (x) 


证 ”由 反 函 数 求 导 法 则 知 f(x) = sreo dz 二 Y (y)dy, 故 
| VJ (rdr = | Vl/¢ (yg (y)dy =| Vo (ydy. : 


例 7 已 知 /(x) 的 一 个 原 函 数 为 一， 计算 
[fn (Xx)dz. z 


解 因为 | /cz (Cx)drx = | rcmaycz) = 5 (7) 十 cc 而 


fr) = | sinx | = COST 一 Sin?7 
/ 1 十 sinrj (1 十 rsinr72 
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- ,op lfecosro sinr] ,. 
Pr /en (Tor = 2 隔 十 | Te 


例 8 已 知 | /cr?dz 一 ”十 ec, 计算 |z7G 一 xX’)d2. 
解 。 由 题 设 知 ,f(r) 一 ( 寻 十 c) 一 27, 故 
f(l1— x) = 2(— 7 ). 
于 是 |z/a — 7’)dzx = | .9(1 一 dz 


一 | czz 一 2z3)dz = XxX:C— 57 十 “C， 
例 9 已 知 记 (sin2z) 一 cos2z 十 tan2z, 求 /Crz) 0<< 工 1. 


, ， SiIiz 信 
解 f' (sin’ zx) = 1 -一 psin* x 十 1 — sinix 
= (z) 一 1 一 2z 十 一 一 [一 一 一 人， 
履 AD=|rcodr=|i 广 zzjd 


一 一 ln(l1 一 XX) 一 Xx 十 c,0< 过 之 1. 
例 10 设 广 (Cz) 一 ce 一 ,计算 | 三 Sazdr 
解 ” 由 f(z) 二 ee "7 知 ,了 (7r) = 二 一 ee ,得 


f'nr) =—e™ =— 1, 
汪 
则 | 全 dz= | ar = |- bdr= t+e 
二 人 vy a 本 


例 11 计算 | |zldz 
解 先 分 别 讨论 ,再 加 以 综合 . 
、 
当 z>0 时 ，|lzldr= |zdr= 屯 二 a 
当 x < 之 0 时 ， jizlar =— Jzdr =— 于 二 cx 
因为 |z| 在 (一 ce, 十 ce) 上 连续 ,所 以 | 的 原 函数 | |zldz 也 在 


lim (xXx, /2 十 C1 ) 一 一 lim ( 一 Ty/2 十 Co ) 一 CC — Ceo, 
r-0t I—*0 


于 是 Jlzldz= SE + 


例 12 已 知 FCz) = f(z)— Fy G(z) 二 f(z) 十 二 
若 信 (x)= [G(xz)P, 有 是 f(x/4) = 1, 求 f(z). 

解 。” 先 求 f(x) 的 表达 式 . 由 题 设 得 
f' (zx) _ fo) | 十 ， 


F(T) 一 三 (z) 十 


f°(z) f° (7) 
2 2 
x PWNT -n+ ry] = (Re) 


(x 人 2 
se 
fT) 
1 + f°(zx) 
将 等 式 两 边 对 xz 积分 ,得 
dz 一 [esdf ee) 一 arctanj(z) 一 工 十 c， 
所 以 f(r) = tan(z + c). 
由 f(x/4) 二 1=>#/4 十 c= 二 x/4=>c = 二 0. 故 
f(r) = tanx. 
二 用 基本 公式 与 性 质 计 算 不 定 积分 
例 13 计算 下 列 积分 : 


(1) | anzzdzi (2) | 一 dz， 
Sin“ 2 


一 > 广 (z) 一 1 十 . 产 (z). 


| ] . 


(3) | cos'z 十 sin’x)dzx; (4) | eos'z 一 Sin‘x)dzx. 
解 。” 要 善于 利用 三 角 函 数 恒等式 将 函数 变形 ,使 积分 计算 变 
得 简单 易 行 . 
(1) 原 式 = | sec:z — 1)dz = |secezdz 一 [EE 
二 tanzX— 工 十 区 . 
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1 dz | sin*x 十 COS’X 
(2) 原 式 一 4 | sin2zrcos2r 4 SIN* rcOs:X 
1 dx -| dx |= 二 
4 | COsS’X sinz2rj 4 (tanz 一 cotr) 十 5， 


(3) 原 式 二 | [Cosz 十 sin2zr) 7 一 2cosczrsin cz |dx 


一 la 一 2sin‘:2x)drz = | 十 cos4x)dz 


1 1.. 
一 二 | 3z 十 4 SIn4 


(4) 原 式 一 | cosz 十 Sinzzr)fcos2z 一 Sin2z)dz 


十 C， 


— |coszzdz = Ssin27 +c. 
显然 ,将 题 (3) 积分 式 与 题 (4) 积分 式 的 和 再 乘 以 1/2, 得 
Jeosizdz = 而 (12z + sin4r + 8sin2z) 十 cu， 
将 题 (3) 积分 式 与 题 (4) 积分 式 的 差 再 乘 以 1/2, 得 
|sintzdz 一 35(12z 十 sin4z 一 gsin2z) + ey. 


例 14 计算 下 列 积分 . 


(1) |eerdz: (2) | 一 3°)dz; 
zx ， 3y 
3 he -二 | ， | 十 1 
/i 十 (4) er” 十 ] 人 
~ 了 (ae)” ， (ae)” 
解 (1) 原 式 = | Ge )dz = cae) 十 ec 一 下 可 村 十 c. 
ln4d jn6 ln9 


(3) 原 式 王 fi ae” -一 Fl 


一 Te 一 arcsiny 十 cC， 
I 27 
(4) 原 式 一 | 一 ee 十 dr 一 je 加 e 二 yd 
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之 .PP 


一 pa 一 0 十 工 十 es 
例 15 计算 下 列 积 
dr 37' 十 27* 十 1 
Dj rr ri 
dz TT 十 一 1] 
3) | a ‘9 | = a 


解 拆 项 \ 拼 项 是 将 复杂 函数 化 为 简单 函数 的 常用 手段 , 拆 
得 巧妙, 拼 得 合理 ,可 以 极 大 地 简化 积分 计算 , 故 分 项 积分 是 一 种 
基本 方法 . 


(1) 


] (z+ 十 7) 一 (z+ 3) 


1 
(Z 十 3)(z 十 7) 4 (z+ 3)(z 二 7) 
-了 -| 
4! 工 十 3 工 十 7)) 
= 二 ?jdz 


1 1 
改 。 原 式 一 了 [二 55- 7 十 7 


=[lnlz +3| 一 inlz 十 7 上 十 c = 地 In 


) 3 27 二 1 3zt(zz 十 1) 一 (zz 41D 3 
十 ] 2 十 1 


3T* 一 1 十 


开工 


tal+e 


(2 


二 1 / 
故 原 式 = J 一 上 十 本 二 1 I 


fl 1 iz—a 
改 蛛 式 二 30 | py dx Le rT 二 a te. 
(4) 十 Xx 一 1 (zr 十 1) 十 (x 一 2) 
7 一 2r 十 z+ 一 2 (十 1)Gzr 一 2) 


] 
7 一 2 下 2 十 1 
dz 一 jnalz 一 2| 十 arctanz 十 “c， 


1 人 1 ] 


例 16 计算 下 列 积 
274 。 


| dx ; / (2) | + DT — Ddr 


Voar 
(3) | 2a (4) | 一 二 | Vr VEdzr 


解 。 遇 到 根 趟 函数 ,将 式 中 根 式 化 为 分 数 指数 宏 , 再 利用 宕 
图 数 积分 公式 计算 积 
(1) 原 式 二 l | dr 一 -元 | _ ] 下 十 c 


29a /3 人 一 1/2 十 1 
一 V2z/a 十 ec. 
(2) 原 式 二 | 二 XT 1)dz 
一 Ee 十 Sr 一 Sr 一 并 十 ec. 
(3) 原 式 = | 一 2z! 十 zx)dzx 
一 2X! 一 7 十 Sr 十 “上 


(4) 原 式 二 |a 一 Z DT dz 一 | ce 一 并- 54)Q 


—— Tr 十 Ar + +c, 
例 17 计算 下 列 积分 : 
3 / z 
(1) | 去 二 mdzr; C2) |sinzsin(z 十 a)dzr. ， 
解 (1)zr=[LGr 一 1) 十 于 了 
一 (rz 一 ])》 十 3(Cz 一 1] 六 十 3Gr 一 1) 十 1】1. 
故 四 


"1 3 3 1 
大 元 | 二 + (Xx + i jdz 


= 

re i + gr 1 + gr — 1) 
] 于 

99Czr 一 5 | 十 4 


十 


(2) sinrsin(x + a) = [cosa 一 cos(2z 十 a)], 故 
原 式 三 到 | [cosa 一 cos(2zr 十 w) jdz 


-一 1 osa -一 Tsin(2z 十 a) 二 Cc. 


2 
例 18 已 知 y = 二 f(z) 的 图 形 是 一 条 开口 向 着 y 轴 正 向 的 二 
次 抛物 线 ,与 + 轴 交 于 x = 0 和 x= 2 两 点 . 设 f(x) 有 极 大 值 4 和 
极 小 值 0, 求 f (zx). 
解 由 题 设 , 知 f(x) = ar(zr 一 2) (a > 0), 则 


f(x) = |azz 一 2)dz 一 az3/3 一 az2 -十 c. 
义 当 (rz) 一 0 时 ,有 稳定 点 z 王 0 和 xz 一 2, 则 
f/f(0)=e, (2) 一 一 4a/3 十 ec 
而 六 z) =2aGz 十 1), 有 户 (0) = 一 2a<0, (2) = 2a>>0. 故 
了 (0) 为 极 大 ,f/f(2) 为 极 小 , 即 


Cc = 4， c 二 4,， 
二 一 
一 4a/3 十 c= 二 0， 4 一 3. 
所 以 Arz) 一 2 一 3zz 十 14. 


第 二 节 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 


主要 内 容 


1， 换 元 积分 法 ” 设 w 二 g(x) 在 [a,6] 上 可 导 , 且 a 过 glx) 一 
B,g(u) 在 [a,B] 上 有 定义 , 记 
/(7) = g(r))Y (zz), TE€ [ao 
(1) 第 一 换 元 法 (也 称 凑 微 分 法 ) ”车 g 在 [a,B] 上 有 原 函 数 
本 276 二 


CC, 则 了 在 Le,0 上 也 有 原 函 数 天, 且 下 (rz) 二 G(9(X)) 十 c 或 
|/ endz 一 |g Cycr))Y (xX)dx = [|gcnar | 


一 CCPCZ)) 十 ae. 
(2) 第 二 换 元 法 “” 若 VU(z) 天 0, 则 当 上 在 [fce,O 上 有 原 函 数 
时 ,g 在 La,8] 上 也 有 原 吗 数 G, 且 Glu) = 二 Fly Ge)) 十 c 或 


|g Gdu = |a (pr) pr)dr 一 | rcmadr | 


一 天 Lo i(u)l+e. 
2 分 部 积分 法 阁 u(x) 与 v(x) 可 导 , 县 不 定 积 分 


| (rzr)z(z)dz 存在 , 则 jcov (xz)dz 也 存在 , 且 有 


Nr 


z=9 in) 


jar (T)dXx = (rv(r) 一 J cv)dr 


上 式 称 为 分 部 积分 公式 , 简 记 为 Jadv = wv — Jvar. 


疑难 解析 


1. 使 用 换 元 法 应 注意 哪些 问题 ? 

答 。 换 元 积分 法 也 称 变量 替换 法 ,是 计算 不 定 积分 的 重要 方 
法 . 换 元 积分 公式 是 复合 函数 求 导 公式 的 逆转 ,可 以 解决 一 大 类 函 
数 的 不 定 积分 问题 . 

(1) 第 一 换 元 法 又 称 凑 微 分 法 , 它 是 将 不 定 积分 公式 中 被 积 
函数 分 离 ,用 分 离 出 的 一 部 分 与 自 变 量 的 微分 凑 成 一 个 新 变量 的 
微分 ,而 使 被 积 函数 中 的 余下 部 分 化 为 新 变量 的 函数 ,于 是 原 不 定 
职 分 化 为 新 变量 的 函数 对 新 变量 的 不 定 积分 . 即 , 将 不 定 积分 


| /Cr)dr 中 /(z) 分 离 为 f[g(x)]y (x), 使 Yd (zr)dzr 二 du 成 为 新 变 
量 的 微分 ,余下 部 分 化 为 新 变量 的 函数 1LP(z)] = g(x), 故 
| roda 一 | teen]y (zr)dz = |gcodu 
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一 CO() 十 cc 一 CULPGCr)] 十 ec. 

要 掌握 第 一 换 元 法 ,读者 必须 牢记 常用 的 求 导数 公式 并 能 熟 
练 运用 复合 函数 的 求 导 法 则 . 

(2) 在 第 二 换 元 法 中 引入 一 个 新 变量 ,使 原 不 定 积 分 中 的 自 
变量 的 微分 化 为 一 个 新 变量 函数 与 新 变量 微分 之 积 , 而 原 被 积 上 
数 也 化 为 新 变量 的 函数 ,于 是 两 个 新 变量 函数 之 积 成 为 新 的 被 积 
函数 , 得 到 一 个 新 的 不 定 积分 . 即 , 对 不 定 积分 |g(u)du, 令 = 
Pr)， 则 du = 二 G(r)dr,g(u) = 二 gLy(x)j. 得 到 新 的 被 积 函 数 
gor) g(x) = f(x). 故 

|g Cau -一 |aCpcr) (rT)dxr 一 | 7codz 


= F(Xr)+ c= Flyg (uu) 十 <c. 
要 掌握 第 二 换 元 法 也 必须 能 熟练 运用 复合 函数 的 求 导 法 则 ， 
能 引入 恰当 的 新 变量 . 
总 之 , 换 元 法 的 关键 是 变量 替换 ,技巧 在 于 次 微分 和 引 人 新 变 
量 , 目 的 是 使 新 的 不 定 积分 比 原 不 定 积分 易于 求 出 . 
2. 使 用 分 部 积分 法 的 原则 是 什么 ? 
答 ”分 部 积分 法 是 两 个 函数 乘积 的 导数 公式 的 逆转 ,在 认识 


公式 
| ea 一 17 一 jad 


时 要 认识 到 :等 式 的 意义 是 等 号 两 边 的 全 体 原 函数 相等 ,而 不 是 某 
一 个 蛛 函 数 相 等 . 


使 用 分 部 积分 法 的 原则 是 : 将 |7Cz)dz 中 的 /(z)dz 化 为 
udv, 要 求 v = |dv 易于 求 得 (最 好 是 一 眼 即 能 看 出 ), 要 求 |vdu 要 


比 | vde 易于 积 出 . 将 /Cr)dzr 化 为 恰当 的 wdv 是 分 部 积分 的 关键 
也 是 技巧 的 体现 . 一 般 地 , 当 /xz) 可 以 分 解 为 两 个 函数 的 乘积 时 ， 
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我 们 选择 其 中 一 个 为 x, 另 一 个 与 dz 组 成 dv 选择 “xz 的 优先 次 序 
是 “ 反 ( 三 角 函 数 )、 对 ( 数 函 数 )、 ee 三 ( 角 函 数 )、 指 ( 数 函 


数 )” 次 序 选 对 了 ,不 定 积分 易于 求 出 ;次 序 选 错 了 , 则 不 定 积分 不 
能 求 出 . 如 
| redz 一 |zae 一 ez 一 |edz 一 ze” 一 6 十 c， 
A [a 人 
而 je | 到 cdr 


积分 反而 越 来 越 复 杂 了 
方法 、 技 三 本 典 型 例题 分 析 


一 、 换 元 积分 法 的 应 用 
换 元 积分 法 分 第 一 换 元 法 与 第 二 换 元 法 ,第 一 换 元 法 的 关键 
在 于 次 微分 . 凑 得 巧妙 ,不 定 积分 就 易于 求 出 ;否则 求 积分 就 比较 
困难 . 但 一 般 地 ,使 用 第 一 换 元 法 时 不 写 出 中 间 的 替换 变量 ,做 题 
者 心中 有 数 就 可 以 了 . 常用 的 凑 微 分 形式 有 : 


| /cez 十 0)dz 一 工 | Acaz 二 5b)d(azx 十 5)， 
f(x)r" dr = |f 0rdr, 
f(sinr)cosrdr = |f sinr)dsinz, 


flcosr)sinrdr 一 一 | Acoszdeosr， 


f (nx) dx = 一 Cr 


/ (tanz) — 


| 
| 
| 
| Aceoedz = [fede, 
| 
| 


二 一 - | /aanr)dtanz， 
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| /fdeotz) -dx 一 一 | /etz)deotr， 
sin’ x 


| Caresinz) -dx 一 | Carcsinz)darcsinz, 
] 
f (arccosz) dz 一 一 |/ Garceosr)darceosz, 
| V] 一 并 
1 — 
|/ Carctanz) TT id7 一 | rarctanz)darctanz， 


Le] 


/a 一 jl 十 = dz 一 VE 一 二 dl 一 二 | 

一 些 较 复杂 的 问题 ,有 时 要 凑 几 次 微分 . 

第 二 换 元 法 一 般 是 根据 被 积 函数 的 特点 和 形式 来 选 定 代 换 形 
的 ,常用 的 有 三 角 代 换 、 双 曲 代 换 、 根 式 代 换 、 指 数 代数 、 倒 代 换 等 . 
具 法 的 方法 和 技巧 ,我 们 将 在 例题 中 讲述 . 

事实 上 , 较 复 杂 的 不 定 积 分 一 般 都 不 能 用 单一 的 方法 求 得 ,而 
需要 使 用 多 种 方法 积分 . 这 种 例子 我 们 将 在 后 面 逐步 引入 . 


例 1 用 不 同方 法 计算 不 定 积分 |sin2zdz, 解 释 不 同 结果 的 
合理 性 . 
解 ” 有 三 种 解法 ， 


1 一 ?|sinzcoszdx = ?|sinzdsinz 一 SInZz 十 cl， 


! = 2 |sinzcoszdz -= 一 2 |coszdcosx 二 一 COs?X 十 cy， 


f = 3 |sin2zd (27x) 二 一 COS2X 十 ci， 

因为 一 cossz 十 cy 一 sinzx 一 1 十 cz 所以, 当 c 一 cs 一 1 时 ， 
前 两 式 就 相等 了 , 即 前 两 结果 只 相差 一 个 常数 , 故 在 全 体 原 函数 的 
意义 上 是 相等 的 . 


义 本 Fcos2x 十 cs 一 一 方 (coszz 一 Sin Zr) 十 cs 
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二 一 COS* 工 十 3 十 Cs， 
所 以 后 两 式 也 只 相差 一 个 常数 ,它们 在 全 体 原 图 效 的 和 意义 上 十 相 


等 的 
例 2 计算 下 列 不 定 积 分 : 
| sy C2) | Va — brdrz; 


(3) | de ‘4) | sia 
a _ 1l i: 十 1 


(1) 7 一 二 | cz 十 6b)"d(az 十 05) 


— l 1i—» 
= ny Ty “az 十 忆 ) 十 C， 


(2) I = 本 | — br)i dl(a — br) 一 一 (a 一 pr) 二 ce. 
利用 | 二 du = Inu 十 “, 特 别 是 分 子 的 分 子 恰好 是 分 母 的 导数 


时 ,非常 简便 . 


dz 一 3r 十 8) 2 
(7 一 | 二 一 nz 一 3z 十 引 十 < 
ff dnz fdndnz) 
D1- | ra | Ti = lollndne)] + 


例 3 计算 下 列 不 定 积 


GD) | Near; (2) | 二 一 dz; 


5 7Xdr ] 
(3 ) ian 1 十 工 -万 (4) | 地 十 人 dz. 
解 有 时 需要 先 将 被 积 图 数 变 形 , 再 进行 恰当 的 变量 替换 ， 
dx dx xXxdrx 

i 业 人 [ 

a — " J Va —r’ 
-- wu 。arcsin 二 十 一 la — 7*) dl(a’ 一 7x:) 

a 2 


* ZB81.， 


.7 
。 AICSIN 一 一 (ic2 一 Xx)!? 生 cc. 


dd 
1 1 l 1 
WT= | cnr rd 一 引 | 二 到 十 引 dz 
-| 一 一 于 一 一 二 | 
5JLGr 十 2)(Gz 一 Y 2) 1 
2 


一 一 -一 jn 


20 


和 一 V2 


二 C， 
r+ V 了 


] 
一 二 arctan 


15 及 


(3) 


2 二 和 = -| 半生 4 YI 和 记 
cos v1 “2v1 cos V1l++xr’ 


一 | gcos V1 二 zx 二 lnlcos Vl 二 xXx 十. 
| 云 Vl 二 + 上 


L X, 
(4 7 一 寺 ] 7 十 4 


1 1 | 1 
一 全] | 区 | 2 | 并 十 4| te= Fln 证 
例 4 计算 下 列 不 定 积分 : 


7 一 


dz = Lln|z| _ 二 dz 十 4) 
| 4 下 Z 十 4 


:| + 


in(1 十 Zz) 一 Inz， | TTTl 1， 
| TCT 1) dz; (2) ZK 十 Zer yd; 
工 十 sinx] 1 1 二 sinz 1 

(3) | 工 上 2 4 Coszd “3 (4) Je: I cosz” 


解 (1) 观察 到 分 母 两 个 因 式 与 分 子 中 两 个 因 式 相同 ,所 以 
分 解 分 母 的 因 式 ,得 


-二 


= 一 nd + 2) — InzJd[ln(l + x) 一 Inz] 


[ln(1 + x) CO— lnz ldzx 


= 一 去 [nl 十 z) 一 nz 十 < 一 一 二 ml1 十 二 | 十 < 
(2) 观察 到 分 母 中 因 式 re 无 法 分 解 , 因 此 设法 将 含 z 的 项 都 
次 成 ze* 形式 ,得 
| ex (十 1) 和 二 | dzxe” 
Ze 人 (十 Xe”) Ter(] 十 Ze ) 
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-一 | DL 一 1 : d(xe”) 一 in Te 十 cc 


Te li re 1 re 
一 . 十 jn 一 一 一 一 -- ] ri -十 a 
一 般 地 ,有 凑 微 分 形式 
e“ [p07r) + bd (pr) = d[e” (br)]) 
如 ee 十 Inz dz 一 |acerlnz) 一 enr 十 c， 


(3) 当 图 数 vGCz) = 二 xu' (x) 时 ,有 公式 
| [ecz) 十 v(xr) jdz 一 aczecr)] = Ze) 十 cc， 


在 本 例 中 令 u(x) 一 一 simz ru' (x) = 一 一 


1 十 co T 于 cosz, 则 ] 十 cos 工 ” 
SIn 人 SinZ 
改 1 | + 7) dx = jd =， ] 十 cosz 


TSINX 


加 ] 十 cosx Te. 
1 十 Sinr sinrx 1 
(4) 因为 1 十 cosz 1 十 coszx 1] 二 coszr’ 
] 加 Sinz | 
而 oz = | | 


所 以 由 题 (2) 中 次 微分 形式 得 


| Pe dz d ] 十 cosx 


esinr 


一 ”一 一 一 一 一 十 (<， 
] 十 cosx 
例 5 ”计算 下 列 不 定 积分 ， 
1 1 

0) | 一 二 -一 dr; (2 | 去 

VI Tem ) 

cosx — sin7r J dx 
(3) | 十 sinrcosx dr; (4) | Cr Ear oy 


解 。 认真 观察 被 积 函 数 , 找 出 特点 ,进行 变形 ,使 积分 易于 计 


(1) 进行 变形 ,去 掉 根 号 再 积 
"283，。 


| dz 加 dx 
v1 Wee V1 cos(x/2 — 7) 


= | -一 -一 vv/ d(x/4 一 zx/2) 
V 2cos: 2 一 /2) COs (x/4 一 zx/2) 
—— V 2 ln es 本 一 到 十 C， 


(2) 由 于 分 母 合 因 式 x” ,进行 变形 ,化 为 对 x" 的 积 


T*"™! 加 7T7"。 rT"! 1 x7" 十] 一 1 ， 
| 1] 十 和 妇 Cz nn ] 十 和 dz 
lf [dr x ， 
- |az nl +1l|l+e 


(3) 利用 三 角 了 负数 之 间 的 关系 和 d(cosz 十 sinzr) 二 (cosz 一 
sinx)dz 积分 . 即 变 形 后 ,考察 分 子 是 否 为 某国 数 的 导数 , 
COST 一 SInTZ 加 2(cosz 十 Stnz) 
1 十 sinxcosz TT 1 十 《cosxz 十 sinzx)” 
?| d (cosx 十 sinx) 
1 + (cosr 十 sinc): 


人 
| -| 全 Vr—a 
有 Vb—r 
=- ?| 一 一 人 = 一 ~- 7 2arcsin 二 二 十 < 
V(VO 一 aa 一 (wz 一 aa)i 
从 题 (4) 可 以 看 出 ,要 想 凑 微分 “ 凑 ” 得 巧妙 ,使 积分 变 得 简 
单 , 必 须 对 复合 函数 求 导 方法 和 常用 公式 烂熟 于 心 . 
例 6 计算 下 列 不 定 积分 : 


(1) jcosdnz)dz; (2 ) | 二 dz; (3 ) jeesinzzdz 


SIn + cosx 
解 利用 三 角 图 数 间 的 关系 ,将 不 定 积分 “配对 ”然后 解 方程 
求 出 不 定 积分 ,还 可 以 得 到 一 个 配对 的 不 定 积分 结果 . 


(DD) 令 了 T= |eos dnz)dz, 1 - |sindnz)dz. 则 


dz 


一 arctan(coszx 十 sinr)+i. 


7 十 了 一 |[eos dlnz) + sin(lnzx) ldz 
” 284。 


一 |ErGindnz)) 十 sin(lnzx)jdx( 由 例 4(3) 中 公式 ) 
一 |afzsindnz)] = xsin(lnzx) 十 cl， 
1 一 7 = |Eeos dnz) — sin(lnx) ldx 


一 | [cosdnz) 十 ZGcos(nz))” jdz = |afzeos (nz)] 
ZCcos(lnz) 十 c， 
解 方程 组 , 即 得 7 和 了， 
i+1,= zsin(dnr)+t oo, 
1 一 2 一 xsin(lnz) 十 cy， 


| 


L) 


[sin(nz) + cos(lnz)] 十 c， 


7 ， [sinClnz) 一 cos(lnx) |] 十 cu 


| 


(2) 令 了 = | 二 ozcz sinzxdrxz a = | 寺 coszez cosxdz 


[il 
sin sinx 十 cos COSX Sinxw sinx 十 coOsx COST ; 则 


n+l | tergr ~ [dr = r+, 


SIn 十 COS 人 并 


一 SInz + cosr d(cosz 十 sinx) 
一 1 十 7 一 一 一 一 一 一 一 dz 一 | 一 -~ 
Sin 十 cos 六 Sinr 十 coOsrx 


一 jnjsinz 一 cosz| + c,. 


解 方程 组 , 即 得 c 和 六. 
人 
~— 1+1,= 1n|sinr 十 cosz| 十 c。 


1 一 (7 一 ln|sinx 十 cOS| ) 十 c， 
7) = 3 十 ln|sinz + cosr|) 十 cv 
(3) 令 也 一 |ssinzzdz, 一 |e*cos’zdz, 由 | 
1 十 了 一 je csinzz 十 cos“z)dz 一 六 十 cl， 
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说 了 ， a | 1l 2 
1 一 1 一 | (cos2r 一 SI)dz = |e COS2zd7. 


多 


人 


1; = jecosrdr 一 |essintdr, 风 
;十 1 二 下 [cost 十 sint jdt = |eLcsiney 十 cost |dt 


d (e'sint) 二 e'sint 十 c3( 依 例 4(3) 中 公式 )， 


ete — sint |dt = |e'feos: + (cost)' Jdi 


dk(e'cost) 二 e'cost 十 cs( 依 例 4(3) 中 公式 ). 
1, 十 了 一 esint 十 ci， 


L 
解 万 程 组 1 — 1, = ecost tc, 


1, = (sint + cost) 十 cf， 


f 


e' ，， 
7 = (Sint — cost) 十 cy， 


2 


一 ”7 一 太一 本 (sin2z 十 cos27) 十 cz; 


1 二 1 二 Te” 十 cl， 


2 工 


sin2x 十 C0Os2X) 十 cy， 


解 方程 组 


je 
ts 
ns, 

| 


7 一 于 | 1 一 六 Csin27 -二 cos27) |+ C， 


1, = | 1 十 六 (sin2x 十 cos2z) | 二 Co. 
例 7 计算 下 列 不 定 积 分 : 


(1) | 一 天 一 C2) | e” dr: 
1 四 到 1 二 ee” 
2 十 ] [: earctans 十 xlnxz(1 十 zx 2 ) 
C3) | dr; (| dr 
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一 dxz de 
NR = 
ee V1l—(le ) V1l—(e ) 


。 一 他 
== arcsine 二 <. 


(2) 7 =| ede _ [= 十 1 一 1 jz jde 加 | (de + DD 
] 十 e ] 十 ee 1 十 ee 
二 一 jn(l] 十 ec) 十 c. 
(YT= | lt lr l/r | r= | 7 d(xw— 1/x) 
J rr (z— 1/x)* 二 2 
一 1 arctan | 二 / Val+e 
2 好 
二 一 arctan < z —! 
V2 Vox 
妾 TETL3N 诡 in (1 十 Xx) 
(T= | dz 十 二 | 2 二 和 40 二) 


一 |e ”daretanz 十 二 |mal 十 二 )dLin(1 十 天) 


= 十 二 nl 十) 十 < 
例 8 用 三 角 代 换 计算 下 列 不 定 积分 : 


Va — x V a 
dz [上 
(3) | Cr a)” 4) zz Vr 一 CE 


解 (1) 含 ve 一刀 时 ， 令 zz 一 asint( 或 cost), 则 qz 王 
4 COstd1 (或 一 asintdt), 有 日 当 |7|] 三 万 时 一 arcsin 一 ,cost 一 
一 vc 二 z(a > 0). (在 使 用 熟练 的 情况 下 ,以 上 内 容 在 解 题 时 
均 不 再 指出 ) 从 而 有 


2 2 :2 
T a Sin’t 
| dr 一 | acostadr 


LS 
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_a el, 1 
一 $|a cos2t)dt = 5 | 5 sin2t| 十 <c 
> x a . 
一 F(t 一 Sintfcosr) 十 “< 
2 
Aa-—xX: -一 | arcsin 二 -一 了 We“” 一 加 十 C， 
图 5 1 求 反 函 数 可 借助 图 5.1 所 示 的 直角 三 角形 , 即 
结果 要 化 为 原 变量 的 函数 . 
(2) 仿 Va: 十 Tn 风 
dx ? 1 
| 一 一 asec tdt 一 了 jcscrd 
一 一 [一 ljnjcsct 十 cotii 十 ec 
一 工 ln Ya 十 工 | 2 十 c 
a XT 
1 | 工 | 
一 一 hn 一 一 一 一 一 一 十 c ( 见 图 5. 2) 
a rat Va 
(3) 令 工 一 catant, 则 图 5. 2 
| dx asec’t 十 td 二 | Sec 
(z 十 az)2 (eztan2 十 aa as| Sec 


二 一 出 二 a3| q 一 一 coOs2t)dr 


1 TT ar 
二 一 | 十 Fsin2t +e= 天 | arctan 三 十 二 全 + 
《4) 澡 VvV 关 一 对 时 , 令 工 一 asect, 则 
、 | 一 闫 = = | asecitant gy 
一 二 — a’secitatant 
== je = sintdt 十 c 
图 5. 3 一 vv 太一 过 十 c( 见 图 5.3)， 


人 


例 9 用 根 式 代 换 计算 下 列 不 定 积 
288 。 


dz 区 
-一 一 一 ; (2 一 一 一 一 ; 
Dj 去 和 去 | 
] 2x 
(3) | 去 到: (4) | ] C dz. 
解 ” (1) 被 积 函 数 中 含 根 式 wz 和 YYzx, 取 根 次 数 的 最 小 公 
倍数 6, 令 w= 二 Yx, 则 


1 
lx 


pe 


一 


2 一 2 十 1 一 dw 


ws wu” 
人 一 竺 二 uw 一 lnll+ulj+e 


2VxX—3Yr++6 Yr—6lnlii+ Yr|t+c. 
(2) 令 Yl 十 X= 二 tt, 有 dz 二 2tdt, 则 


| 一 一 dz 2tdt -| 2 一 天 jd 
1 VIF J iF? I? 


二 2 一 2ln|1 十 二 十 c= 二 2 Yl 十 x 一 2ln|1 十 Yl 十 xz| 十 cc. 
(3) 令 Ye* 十 1 二 t+, 有 dz = 


2 
7di, 则 


| dz = | 元 近 2tdt iu 
人 £(t2 — 1) fl1 


一 ln|-—— le=in ve 十 1 一 1 
:二 1 ve 十 1 十 1 
(4) 令 1 一 e 一 忆 有 dz 一 二 5 则 
| 1— edz = | i 
再 | 二 = 十 二 | 竺 引 +。 
1 一 ee 二 一 1 
一 一 时 十 广 bn 十 c， 
e “十 1 


例 10 用 指数 代 换 计算 下 列 不 定 积分 、 
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dz 
(| dz; 02) | -7 王 二 
27dz dz 
(3) | 一- 写 ， (9 | 一 -天 一 一 一 
1 二 2 个 4 1] 十 ee 二 Ml 一 e 


解 ” 当 被 积 函 数 中 含 因 式 a* 时 ,可 令 a” = 二 tt 化 去 指数 因 式 . 
GD 令 e 二 t, 有 dz 二 半 , 则 


=1n|t| 一 2ln|1 二 | 十 c 一 过 一 2lnl1l1 十 e | 十 ec. 


eo 二 4 有 dz 一 2, 则 


今 
dz 2 dt | 4 
| = pe 和 2 十 1) 


J 在 + 


sit 


一 2ln|t| 十 2lIn|1 十 | 十 c 


tate te 
(3) 令 2 一 上 有 dz 一 四 .5 忆 , 则 
| 97dx = | t | dt 
1 十 2z 十 4 J1l 十 1 十 tln2 ln2J (二 1/2)° 二 3/4 
-加 d(z + 1/2) 
in2 CT 


‘+/+ 


-2 arctan| 
6 


= 1 /3 
— -7 arctan[ (2*+1 二 1)/ V3]+e. 


3 1n2 


。 d 
(4) 令 e =t, 有 dz 二 字 , 则 
[| 
V1 二 Te 十 VI1 一 e ‘1+tT Yl- 
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= 际 | v1T 十 上 一 Y1 一 上 
一 一 一 一 一 一 (4 


2 t 
2 六 2 i 
和 下令 V1 十 := 二 ,有 dt 二 2udu, 则 
S| 一 1 十 1 
| 站 YiTig = | 到 全 7 7 一 ?| ld 
dz + 去 | ] 1 
本 2 远 +t mt Fi ry de 
四 十 1]| 1 1 
一 一 各 +} Je 1| 一 2(x CO— 1) 
] 
二 和 
二 Vl 二 el _ Yl+e | 
re Dez 1， 
十 1 
再 令 YY 一 上 一 v, 有 dt 一 一 2vdv, 则 
v1l—t -2| 二 二 da 
f2 
-linl>vi 一 ee 一 1| Mle +， 
2 / 3 
1 一 e 十 1 2 
dz 
| > + 了 | 这 二 < 一 一 ] 
1 十 e V 1 “十 1 
_ Vil+e _Ni—e 
2e 2e* 
例 11 用 对 数 代 换 计 算 下 列 不 定 积 
(1) | qx, (2) | ed 
TX rr V] 十 nz 
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解 “ 当 被 积 函 数 含 因 式 lnz 时 ,可 令 Inz 二 4, 化 简 积 分 计算 . 
(1) 令 lInx = :1, 有 dx = 二 e'dt, 则 


v1 lnz V1 lnx _ [v1l+t 
| Y1 十 inzdr | 十 nzrdlnr 一 | YliTiq. 


Xlnz lInx I 

再 今 /1 十 - 一 2 ,有 dt -一 2udu，, 则 
| V1 十 上 = | 
1 i 一 ! 一 


T2xdr 一 ?| 一 jd 


u — 1 


ee 
pe 


2| x 十 5In 1 j+e 


Y1 十 上 一 1 

一 2 vT 二 7 十 ljn| 工 -二 -二 - 

Vv1 十 上 十 1 
vv1]1 十 jnrz vl 二 lInx—1l 
-dr 一 2vT 于 nz+inl 二 一 一- 
当 | rinz vT 二 inz 十 1 


《2 ) 令 lnz = t, 有 dz = e di , 则 


zx nx I 
| : v] 十 Inz V1 十 jnz V1 十 # 
再 令 VY1i 十 二 4, 有 dt 二 2udu, 则 


2 _ 
dt = | < 一 lq 一 2| Ge — 1)dw 


= Su — 2u Te =- (1 十 1) ”一 2 V1 十 上 十 c， 


Inxrdx 2 
Zs) IF 
rr Vl+inr 3 和 Tinrte 


例 12 用 倒 代 换 计算 下 列 不 定 积 
| em (2) | 一 全 一 


Xr — lnx) 1 x 
dz 
Sits Vai 
解 ” 当 被 积 函数 为 分 式 , 且 分 母 中 变量 次 数 高 于 分 子 中 变量 
次 数 时 ,可 用 倒 代 换 , 即 x = 一 ,化 简 积分 计算 . 
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(D 令 z 一 十 ,有 dz 一 一 时 , 则 
| ] 一 jnz dx 二 1 —in(1/7) |- | ] 十 lnt 
(zx 一 jnzy)? TI/ nF EJ dt) 
四 dllnt) 1 加 
-|imy Tm mt 
1 dx di 
从 2 一 二 CC 
(2 ) = 1 ,有 z 2 * 则 


| 二 天 二 -划一 二 天 - -站 | = 
1 1 


= 一 二 | 一 一 一 一 一 一 一 d(t 一 1/8) 
4 V(t — 1/8): — (1/8) 
= 一 了 了 In :一 襄 十 v 王 二 174| 十 ec 
其 中 用 了 公 Ne nz 十 VE 
| =- nS -t+ Vl+e 
TV4— XX’ 4 : 8 
2 2 十 v4 一 x? 及 
(3) 令 天 一半, 有 dz 一 一 所 , 则 


[a =-|# 和 | 1 3 
Z (1+ x:) 1 下 1 Fe 


—. 2 _ 4 dr 
|a 1) (f° 十 1)dt pr 
= | tet Dd — de 
十 1 


大 {5 

王 一 7 了 十 5 3 十 上 一 arctantl 二 ce 

1 | 1 1 | 
7 i 5 arctan x tc. 


(4) | (1 二 zx a (十 x 十 XT) 人 十 i 十 3/4 1 
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dt 


令 r 十 1/2) = 4 dz 二 a 


dr = 一 | 天生 一 tdr 
ft (1 二 +31/4) 


| 0 3 < 


d (C37 d(37/4 十 1) 十 | 4 2 一 172 、 
CT 97 = (1 3 /4) “十 cc 


(LT 3 /Tir 
例 13 用 双 曲 代 换 计算 下 列 不 定 积 


| Va’ 十 dr; (2 ) | 一 三 一 dr 
Va 十 并 1 
Ta dz 
(3) | 底 填 dz; (4) | -= 3 (a > 0). 


解 。” 双 曲 代 换 的 功效 与 三 角 代 换 相似 ,但 演算 较为 复杂 ,一 
般 令 工 二 asht 或 x 二 achz, 可 以 化 简 积分 计算 . 
(1) 令 工 一 ashr, 有 dz 一 achrdt, 则 


| Va” 十 rx:dr 二 a chidi 一 可 1 por 十 1)dz 


一 -sha 十 2 十 c1. 
因为 TT 二 Va 二 + hy 
风 | 1 二 ln TT Va 二 x A 
a 
Bra sh2t = 2sht 十 chy 一 2 Ya 十 工 ， 


Ci 


故 | va Tdr In(z 十 VW 二 吏 ) 十 工 Va: 二 xi 二 ec. 
(2) 令 工 二 asht, 有 dx == achzdi, 则 


rdr ,i ch2t — 1 
| 二 一 oj|shzrd -一 | odt 


2 2 
一 sh2z 一 可 十 5 
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一 也 a TT nr + Ve 十 2) 十 ec， 


(3) 因为 函数 定义 域 为 + 宇 a 和 XxX 过 一 a, 所 以 : 
lj]? 了 x 之 a 时 , 仿 汉 二 ucht (1 > 0), 有 dx = ushidi. 


Tc— a : 
| 过 十 -dz Jacehr — 1)dit = asht — at 十 ci 


—a Vch:it—1—atita 
二 Vx 一 a’—aln(vVYrx—a 二 7X) 二 ce， 


二 VX 一 ada 一 24ln(yYzx 一 da 二 vz 十 &) 十 ec， 
2° 当 工 所 一 4 时, 令 z 一 一 achz; 有 dr = 二 一 ashtdt， 


| 


—— Vr—a  —aln(vr—a— x)+e, 


一 一 VX a 2n(V—7r—mai VvV—zx+i+a)+te. 
即 , 当 jzl >a 时 ,有 


7 一 
| 二 dz 
= sgnr*: Yr —a— 2aln(vyjr—-a|+ vir++al)+e 


( 式 中 2ln(yix 一 a| 十 vir 二 al) 
~ 2ln xz 十 4 二 YZz 一 4 了 2hmn V 2 a 


一 一 a | ch 二 1)dt 二 一 ashit 一 at 十 a 


V 2a 
一 ]n eT 二 ln2a: 一 jn( 十 W — a’ ). 


(4) 令 工 = 一 achrz, 有 dz 一 wshrdt, 则 


acht 


OO -一 一 一 汪 < 、 
| = | ar |a ti arch - 十 Ci 


一 ln z 十 {到} _ i 一 ln(x 二 Vx 一 a) 二 Le. 
a a 
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在 上 面 的 例题 中 ,我 们 对 每 一 个 题 只 用 一 种 指定 的 方法 求解 . 
需要 指出 的 是 ,这 并 不 说 明 这 种 解 是 惟一 的 ,或 者 是 最 优 的 . 实际 
上 ,大 多 数 题 都 有 多 种 解法 ,技巧 各 有 不 同 , 结 果 有 时 也 忆 然 相 蜡 ， 
但 对 结果 求 导 ,总 能 得 到 被 积 函 数 . 

下 面 的 例题 ,我 们 不 规定 方法 ,读者 可 试用 其 它 方法 求解 . 

例 14 计算 下 列 不 定 积分 : 


GD) | V1 ~ exdz; (2) |= /元 三 二 二 dr; 


dz 
5 
(3) (TT—a)(b— x) (4) sinx sin4 十 cosr 
(5) | dz (6) | dz (7 EN) 
Xl 二 TX) Inx . 


解 (1) 令 e = 二 sint, 有 dz = dz, 内 , 则 


| 1— erdz = | ta = | Ln sin’t 
sint sint 


一 | csc 一 Sint)dl = cost + jn 


we, 
— cost 一 ln Yl1~— cost 
V1 二 cost 
sm, 2Fr __ 
一 1 一 e 十 六 in 上 一 | 十 C. 
1 一 e“ 十 1 


(2 7 二 2asin*t, 有 dz 一 4asintcostdz， 则 


) 令 
,| 7 二 dz 一 8a? |sintsdi 一 2o|G 一 COS2r)2dqt 


一 2o|G 一 2acost 十 可 十 5cos4t) di 


一 3a’t 一 2a?sin2t 十 sin4t 十 C. 


, 工 24— 7 . TXT(2a 一 ， 
由 sint 一 Cost 一 人 Da sin2t = A/ ,singt = 
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9(a— TX) VCoa 一 工 得 
Ci 


T= 3aiarcsin Vr/2a 一 2 YVZC2a 一 工 ) 


12 V+ 
(3) 令 T 一 a 二 (6 一 a)sint, 有 dz 二 2(6 一 4a)sintcostdt, 则 


dz 
(T— a x) 


(0 — a)sin’t 
= | a (bC— i t $= * 2(0 — a)sintcostdi 


=2|dt=—2+e 


(一 一 一 


由 工 一 4 一 (一 a)sin2t;b 一 工 一 (0 一 a)cos2t 一 tan2 一 


故 tant 一 ,于 是 


= 十 c. 


==- Yarctan 


| (zZ 一 一 工 ) 
dz sin:Xz 十 cos’*x 
(4) | sinixw 十 cosix | sin4Z 十 coSZd 
_ | tan*xsec*Xx 十 sec 工 ] 加 | 十 1 
tantz 十 1 tan4 人 十 1 
= | 二 ld 一 | 二 105d =| d(t — 1/t) 
t' 嘻 1] 二 1/r (1 一 1/t) 十 2 


dtan.x 


t— 1/t ] tan2r 一 
-一 arctan 上 一 1 Tc 一 arctan tan 工 一 了 上。 


V2 V2 V2 Y 2 tanz 


(5) 令 之 一 4 有 dz 一 ,由 


nt 


| ] 一 天 dz = | 1—t .= 二 | 一 上 
X(t 二 ) (1 十 1 nt 1 十 了) 


一 了 工作 二 工 [lny 
-二 | =- [lnt ~ 2ln(1 十 6] 十 < 
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一 一 [lnz 一 21n61 十 Xx”)j] 十 c. 
(6) 将 sin2nz 变形 为 
sin2nz = sin2nr — sin2Gn 一 1 十 SIn2(a OO— 1)x 


— SINn2(7 一 2) 十 十 sin2x 一 SInOx 


一- > [sin2kz — sin(2k — 2)zx| 
人 一 1 


一 2sinx > cos (2k 一 1)z,， 


k=} 


则 | Sm 一 J 一 1)zdz = 2 > ,C2k — 1)xdz 
k=1 


SIT 


一 -> 2 ok 1sin(2k 一 1) 并 十 cc 


对 于 初学 者 来 说 用 常规 方法 解 比较 可 靠 , 但 不 一 定 最 简 
单 . 非常 规 方法 如 剑 走 偏锋 ,有 时 有 很 好 的 效果 ,但 不 易 掌 握 . 

二 、 分 部 积分 法 的 应 用 

当 被 积 图 数 为 两 类 不 同 函 数 乘 积 时 ,可 采用 分 部 积分 法 计算 
不 定 积 分 . 如 疑难 解析 中 所 指出 的 , 选 zx 的 优先 次 序 为 " 反 、 对 、 震 、 
三 、 指 ”, 不 按 次 序 , 不 定 积分 则 难以 计算 出 . 

例 15 下 面 的 运算 错 在 哪里 ?说 明 为 什么 . 


COSX dsin.r sinx 1 
一 dr 一 一 一 — |sinxzd 一 


SINnX Sin7X Sinz SiNx 


= 1+ | szdz， 


SINA 
从 而 得 0 = 1. 
解 ”整个 运算 过 程 是 正确 的 ,恰恰 是 结论 “0 = 1” 下 错 了 . 因 


为 ,不定 积分 的 等 式 不 同 于 数值 等 式 ,等 式 | sosz dz 一 1 十 


| szdz 表示 等 式 两 边 原 函数 在 全 体 意义 上 的 相等 , 即 在 等 式 左 


sin 
边 的 原 盟 数 中 任 取 一 个 原 函 数 /rz) 时 ,等 式 右边 的 原画 数 中 必 有 
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COST 
SIN 


一 个 原 函 数 1 十 g(x) 与 之 相等 ,而 f(x) 与 g(x) 部 是 | dx 的 


| Bsaz = ln|lsinx| 十 ci， 


sin.x 


sln 六 


BB 当 给 定 Cl 时 ,总 有 cz 一 C 一】 与 之 对 应 . 改 不 能 用 数值 等 式 方法 
得 出 “0 二 1”， 


例 16 “已 知 A(z) 的 一 个 原 函 数 是 >2z ,证 明 ; 


] 十 | Yaz 一 1 十 jnlsnzl| 十 cy 一 jnlsinz| 十 ci， 


|zf (xdr 一 COSX 一 2 十 c. 


证 |zf (rz)dz 一 | rarcz) 一 jz) 一 | rodz， 


sinz TCOST 一 Sin 
因为 f(x) = 二 一 一 一 一 一 一 ， 
并 
XCOST 一 sinx Sinx 
所 以 [zf Crdr = zesz 一 snz Sinx | C 
Tz a 
sinx 
一 (LODS 一 全 十 C. 


例 17 设 |f(z)dr = F(z) 十 c,f(z) 可 微 , 且 f(x) 的 反 多 
数 广 :(z) 存在 ,证 明 ， 


[fcr)dz 一 ZTCz) 一 天 L 广 ICz)] 十 ce. 
证 | 广 :zadz = rf/ (zl) 一 jza[re]， 
令 上 一 jz) 则 z 一 GD) ,于 是 
| 广 :edz 一 /ICzr) 一 |f ear = Xf (rr)— Fu)+e 


= tf/ 7) 一 下 [ 广 ICz)] 十 < 
例 18 计算 下 列 不 定 积 
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(1) |arctan Vrdr; (2) |arcshzdz. 

解 ”利用 例 17 的 结 来 . 

(1) 令 /1(x) = arctan VX, 则 z== tan?t, 于 是 
Jarctan Vrdr= xarctan VZ 一 | anzd 


一 Zarctan V > 一 | cecs — 1)dt 
一 xarctan VX 一 tanxt 十 t 十 c 
— xrarctan Vx Vr 十 arctan 二 十 c 
一 (zx 十 ])arctan wz 一 vVz 十 ec. 
(2) 令 广 1I(Cz) 二 arcshzx, 则 == sht, 于 是 


|arcshzdz 一 Tarcshzx 一 |shrd 一 Zarcshz 一 chz 十 ec 


一 zarcshz 一 vl 十 x 十 Cc. 
例 19 计算 不 定 积 


Jlnfe) + lnf' Cx) Lf Cr) fr) f(r) dx. 


解 。 原 式 |n[/czA Ce)JdLf Cn) f(z)] 


= fr)f' Cr)nl fr) (C7) 


f(x)f (7) 本 
-| FGA) (7)] 


= fF Cr) ln fxr)f (x) jm—1j+ie. 
例 20( 工 科 硕 士 研究 生 人 学 试题 ) ”计算 下 列 不 定 积 


(1) | Eaz, (2) [BS 
sin“ x ec 
Te arctan 民 
dr; | _arctanz 
(3) | 1 (4) | RT + 
角 (1) | Pdz 一 一 |mnsinzdcorx 


一 一 cot.xinsinz 十 |soezdz 


一 一 cotzlnsinz 十 | cscrx 一 1)dxz 


一 一 cotxzlnsinrzr 一 cotz 一 袜 十 <C. 


(2) | dx 一 一 tarctanerde ™ 
G 


zr | dz 
e “arctane™ 一 -| 
e (1 十 e ) 


e “arctane” 一 | 了 一 一 一 | de”™ | 
e ] 十 


(e “arctane* 十 e 十 arctaner) 十 ec。 


ri 


ee 
令 #= 一 Ye 一 1,， 有 dz7 二 一 一 zdz, 则 


TT 
[Ve -iz =|-2 2 | +1 lg 


十 让 


| | | 


mm ml 


下 ; * tdz 


= 2u 一 ,| 本 于 ee 一 2u — arctanw 十 ce. 


故 | av e 一 1] 


了 


e 一 ] 
十 4arctan Ye 一] 十 i. 
arctanr _ [arctanr, [arctanx 
0 | 2 5) ri(l + z2) ;a =| zi dx | naz, 
其 中 fee, 二 一 |arctanzd 1 
TX bs 


arctanz dr 
本 rz | 去 十 工 ?) 
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_ arctanx | 1 1 7 
Xz 2 JU ] 二 xi 
arctan ] 
一 一 一 一 十 Fln ] Te- ; 十 1. 
arctanx ) _ arctanr 1 » 
让 娘 | dx 一 = z 2 1 oanz) 
] 7* | 
TT in 1 十 去 一 
例 21( 工 和 学 硕士 研究 生 人 学 试题 ) 
(1) 设 dnzx) = 了 人士 工 ) /ee 


(2) 设 f(sin:x) -一 二 ,计算 | Efe 
解 第 要 先 求 出 1(x), 再 用 分 部 积分 法 计算 . 
(1) 设 Inx = t ,由 一 c ,fu) 一 [ln(Cl 十 e ) ]/e , 则 


|7codz 一 | mL 十 e )dx 一 一 |ma 十 e)de 
C 


一 一 e “ln(] 十 e) 十 | l -dx 
1 十 e 
一 一 e lin(l 十 e) 十 | -| dx 
1 十 e， 


一 一 e ln(I 二 ee) 十 工 一 nl 十 e) 十 ec 
(2) 设 4= sin?r, 有 sinrt = 二 Vu,r=arcsin wu rr) 一 


arcsin vz 则 
Vr 
VX frydr = | 
/1 二 这 VT 二 运 


arcsin Vv 


/二 一 — I]— x) 一 一 2 |arcsin Vrd v1 —z 


一 一 2YV1 一 zarcsin Vr 十 2 vvyv 十 ec， 
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例 22 计算 下 列 不 定 积分 : 


(1) | sd (2) | sd. 

解 ”这 两 个 题 的 共同 点 是 分 母 为 某 图 数 PCz) 的 平方 式 , 可 
以 设法 将 分 子 化 为 g(x) 的 寻 数 形式 ,然后 将 积分 变量 恋 成 PCz)， 
再 去 分 母 . 最 后 用 分 部 积分 法 计算 . 


(1) FX) 一 工 一 Inz,g(z) 一 一 一 + ,于 是 


1 二 inz | 2 Das 
(一 Cn (并 一 lnr): 
= | -= | zz 一 1 1， 
7 一 a (TO— lnr):’ 


= | -和 一 dz — lnx) 


-| -| d Ti 


bs 
-| 


(2) p(T) = rsinZz 十 cosr,Y (Cr) = zcosyy 于 是 


TX jx = | 去- x XCOS.rdrz 
(Xsinx 十 cosr): COST (rsln 十 cosr): 
= | 7 dCzrsinr 十 cos.z) 加 T ] 
”cos 并 (xsinx 十 COST): | | | 十 COS 人 过 


_ x 1 | (COST 十 TsinNT) dr 
cOS sln 十 cos (zsliny 十 coOsr)cos’r 
. 放 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 十 tanz 十 cc。 


coOS (TSINT 十 cosx) 


例 23 用 分 部 积分 法 计算 下 列 积 分 : 


(1) | Edy, (2) |zie dz, 
(3) | ez — 1)lnxrdx,; (4) | raresinrdz， 
(5 ) secizaz (0 ) | 三 mdnz)dz 


解 ”事实 上 ,在 解 题 过 程 中 换 元 积分 法 与 分 部 积分 法 是 混合 
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在 一 起 使 用 的 ,使 用 次 数 和 顺序 都 没有 限制 ,由 读者 自行 确定 . 
01) | En 人 = | arctan (1/x) 


1 十 zl 1/r) 
一 一 aD /ed 一 一 一 Jarctan - 过 darctan 了 


(2 ) | zzerdz 一 | za 一 e ) 一 一 Xie 十 ?|ze dz 
一 一 Tie 一 2xze ”十 ?edz 
一 (六 一 2z 十 2)e 十 <c. 

(3 ) | czz 一 1)inzdz = |inzd Cz: 一 工 ) 


一 (zx 一)]nz 一 | 一 并) 一 dz 


(4) 


一 一 一 一 


Zarcsiny = |arcsinzd 


= (XC zx)lnx 一 5 十 并 十 人. 
3 


| 
3 
3 
一 工 arcsinz 一 | 一 ”一 dx 
3 3 Vi— zr: 
3 
一 本 arcsinz 十 让: ‘dv]l 


一 Tarcsinz 十 — - /1 十 二 ww 一 并) 十 cc， 
(5) |secsrdz 一 fre -一 secxtanz 一 |secztanzzdz 
一 Secxztan 十 |secza 一 Sec2r)dz 


= Secxztanz 十 ln|secx 十 tanz| 一 |secszdz， 


移 项 后 除 以 2, 得 
|secszdz -一 FCsecrtanr 十 ln|lseczt 十 tanx|) 二 cc. 
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(6) | ! lIn(lnr)dr = lInr * ln(nz) 一 |mz 。 1AZdv 


r lnx 
= ndnz) .lnz 一 | Tdr=lnr: Innz) — lnr+e 
~ lnrflndnr)— 1] 二 c. 
例 24 计算 下 列 不 定 积 分 : 
(1) |smdnzadzi (2) |cosdnzmdz 


解 。” 此 题 见 例 6 题 (1), 是 用 换 元 积分 法 的 “配对 ”法 解 的 . 现 
在 我 们 用 传统 的 分 部 积分 法 来 计算 ,比较 哪 种 方法 更 简单 . 


(1) |sindnz)dz 一 zsin(lnz) 一 | zecosdnz) oz 


一 xsin(lnx) 一 |sosdnz)dz 
一 sin(lnx) 一 zcos (lnx) 十 | zsindnz) Cx 


一 zlsin(nz) 一 cos(linzr) ] 一 |sindnz)dz 
出 现 循环 , 移 项 、 除 以 2, 可 得 


|sindnr)dz 一 村 [sin(lnz) 一 cos(lnzr)] 十 c. 
(2) 完全 类 似 地 ,可 得 

|eos dnz)dz 一 [coslnx + sin(nx)] 十 c. 
例 25 建立 以 下 不 定 积分 的 递 推 公式 : 


人 加 dz | 
(1) 71, = | cosxdxz; (2) 了 = | rs yi 
(3) 1, = Jtamdz; (4) 1, = | dz 
z sin"x 
(5) 7 = |x" (nr)”dr; (6) 了 一 | Garcsinz)yrdz 


解 。” 证 明 北 推 公式 ,和 常用 分 部 积分 法 . 分 部 积分 法 又 可 分 为 
降 才 法 与 升 戎 法 , 依 dv 的 寡 次 降 升 而 命名 ,方式 是 相同 的 . 
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(1) 7 = | rdsinz 一 “SIny 一 省 sinzdz 


一 "Siny 十 中 | zicosz 一 《7 一 | -scosrdz | 
= SInT 十 2 cosST 一 站 一 1)7 一 2;3，…， 
1, = sinx 十 C， 1 一 xsinz 十 cos 过 二 c， 


-工人 民 十 &) 一 工 4 一 [二 dz 
2) 7 = a (x a)" dr = ah (xz? 十 a2)”’ 
| zidr 一] 加 ] 
C+) 2 一 1 (r+ a 


一 ! | —_J | 
2 1 LCr +a) J 
l l l 站 
i 一 一 一 qq 一 一 
改 ” 区 2a” (71 一 | 下 24 (nm—1) (zt a)”-! 
2 一 3 并 


3] + 7 
TD 


2c (nC— 1) 
i 一 2 3，…， 


n= | 一 Larctan 之 二 ec 
i py a 


(3) 7 = |tan"-sr sec 一 1)drz 


| 


jian:zdtanz -一 | tanrzzrdx 


1l 
一 一 Ttan 一 1 一 3 4, …， 
1 一 一 jncosz 十 c， 刀 一 tanz 一 并 十 <c. 
CY)T = dcotr COtX | se * (7 -一 2JcoSsS 
月 。 有 -一 ”一 月 一 六 四 加 本 | dr 
Sin Lt Sin 机 Si1Nn tT 
COST COS“ 之 
| Sxdz 
sin 
COSTA 
一 一 sine-i 一 《1 一 2)1, 十 《2 一 2)1,. 23 
] COST 71 一 
黎 项 即 得 1, 一 * _ pl 十 了 


] 一 及 SI ix nn— 1] 
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用 下 面 方法 同样 可 以 得 出 
7 = | 于 x r=1,,——1 |cosd 时 
Sln XT nn ] sin 7 


COSX ] 
二 一 7 ， 一 一 nl nn 一 2 
ys nO— 1 


(no 1)sin” 


COST 1 一 2 
一 十 


本 (1 — n)sin” x n—l] 


1,_»， 


1 = 1n 


tan 十 +e 1, 一 一 cot 十 cc， 


Ta 十 1 
(5) Ln -一 | dnzy :dd 二 | 
一 了 了 ] ttnr)” 一 mn| dor)" rd | 
一 一 l nn 十 1 mm 7 
nn 二 1 (nz) ) 十 I "1 
| tl 
1 = |: dr = 7 十 c， 
(6) 1, = x(arcsinz)" — n | Garcsinz)"™! Xdx 
1— x 


一 X(arcsinx)" 十 n| CGarcsinz)"-d V1— rx’ 
— Carcslnz) 十 站 vl x:(arcsinr)”! 


1 . 
-一 中 一 1)arcsitm 7r 一 一 -一 vv] rdr 
V1] 一 并 
一 jarcsinz)” Tn v1l— rr:(arcsinr)"! 
— n(n CO— 1)1,_,. 


例 26 用 多 种 方法 计算 下 列 不 定 积分 : 
GD) | en sin dz， 2 | 一 全 


S1n sinz 十 cos COSX 


解 同一 个 积 求 积 的 方法 有 很 多 以 要 多 动 角 , 定 能 
出 一 种 简便 的 方法 . 
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一 di 
(1) 解法 1 令 cotr -一 t,dx sx 一 村 二, 风 


1 = | = 也 || 后 冯 - ] jd: 

本 (1 十 (1 十 2) 1 十 二 1 十 1 

= In|l 十 世 | 一 Farctant 一 slnll 十 1 十 cc. 

解法 2 分 子 分 号 同 乘 避 cosz 一 sinz ,得 

| So 一 sinx) | 
COS27 一 SIn’x 


1 sin2x | 
2 | 1 COS2XT COs2X 


siIn2x 一 cos2Z 
2CcOS2T 2COS2T 


dx 


1 = 


一 艺 一 Flnleos2z | 一 ln|sec2z 十 tan2z| 十 c， 


2 


解法 3 7== | 
= | sinxcosT 1 一 oe |d 
J\2cos:t—1 2cos2x 
2 一 
一 一 于 | “7 1) 1f dr + 二 | 


2cos2 之 一 1] 2 ) cos27 2 


Sinz (Cos 一 SIn7) 
COS2 一 sin’x 


一 一 二 In12cos?z 一 | 一 二 bn |sec2x 十 tan2x | 


ba 
十 7 十 5 


sinx — COsX 十 COSX 


解法 4 “一 | SiNnT 十 COSX 
_ | 一 dsinz 十 cos 


sinw 十 COS.T 


+ | (cosx 十 SIRZ) 一 sinx | ~ 


sinwx 十 coszx 
一 一 jnlsinzr 十 cosz| 十 并 一 了 ， 


] | sinxzd 
V 2 cos| 六 一 | 


Tt 
As 一 一 
和 一 -一 一 了 
| 4 


dt 


CoOst 2 Cost 


V 2 


一 一 3In|eost| 十 二 cc. 


V2 sin(x + A/4 — /4)dr 
解法 6 [= 2 | i co ein CT 
me 十 xX/4) 一 cos (Xx 十 /47) 1 
29sin(X 十 T/4) 
_1 一 Sesez 4 | 
= 了 | sin(z 十 7/4) cz 
一 可 一 二 lnlsin(z 十 TV/4)| 十 c. 
2dit 
解法 7 令 tan 本 一 bdz 一 ] ez 则 
1] 十 + 1 一 + 
-~ ~ -” |dr， 
i= | 1 十 2 一 kl 
dt 
解法 8 令 tanz 一 tdz 一 到 ; 则 
1= | tanz dz 一 | tdt 
jj tanz 十 1 JCG+ D+ 1) 
1 十 1 1 
下 | 一 ri) 
(2) 解法 1 令 工 = 2sint,dx 二 2costdt, 则 
_[_ 2costdt _1 二 | _1 
{= | Dsint 。2cost 2 jsint 2 ln ‘an 了 te 
= 5In tan arcsin 二 十 c. 
解法 2 令 {dz 
-| o = 二 ln te= tn VY4 一 工 一 2 
J 一 4 4 1 十 2 4 |v4 二 7 十 2》 
2 十 工 8tidi 
、 人 一 一 一 ~ 


1 [2 十 /4) | sint 十 cost ]， 


+ 
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V2 十 交 一 YY2 一代 
VT VI 
解法 4 sn 

l 


i Tt 
| 一 过 一 = 一 寺 | 一 一 
4 V4— 1/t 4, Vri—i/d 


| -一 

4 VC 一 17/8)2 — (0/8) 

:一 可 | 人 

1 1 4 一 

并 8 2 
中 并 


解法 5 今 4 一 工 二 17,2 一 二 一 人 一 dt ,内 | 


fdr 
1 = 一 | 一 一 一 一 一 一 Linli 十 V1 二 tI 十 c 
(1 十 如)28/ Vit 4 


2 二 v4 一 x 
A 


十 “. 


一 一 5In 十 c. 


解法 6 令 了 一 一 , 见 例 12 题 (2) 

以 上 两 个 例题 各 有 多 种 解法 ,它们 的 形式 虽然 各 不 相同 ,但 可 
验证 ,其 结果 是 同一 函数 的 原 函 数 . 有 的 解法 没有 完整 写 出 ,请 读 
者 自行 补 全 . 

下 面 介 绍 分 段 函 数 求 不 定 积分 的 例子 . 

例 27 计算 下 列 不 定 积 分 : 

(1) | zledz: (2) |max: (1 ,x dz. 


解 ”由 于 锌 积 函 数 为 分 段 函 数 , 应 分 段 计 算 . 再 利用 和 续 性 
确定 任意 常数 己 分 段 图 数 分 界 点 的 原 国 数 ， 
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(]) 当 x 宇 0 时 ,二 |ze'dr 一 (x 一 ])e 十 cc， 
当 光 过 0 时 ,7 = 二 | — redr = (1 一)e 十 cs 
存在 有 旦 连续 ,所 以 
lim f(x — le +a]= lim [( 一 xz)e 十 cj， 
-0 TD 


Hl 一 1 十 c= 二 1 十 0c; 一 >c! 二 2 十 iy. 
(一 lj)e 十 2 十 c<，X 宇 0， 


于 是 | zledz 一 | 
(1 一 x)e 十 c， 过 0. 
(2) 当 |rt| 达 1 时 ,TT = |ax 一 工 十 cI， 
当 之 盖 1 时 ,一 | rdz 一 3 十 cy， 


当 和 < 一 ] 时 ,7 一 | zzdz = 二 十 Ca. 
因为 max({(f1l:,， 了 好) 在 (一 co， 十 ce) 上 连续 ,其 原 辆 数 在 


(一 so, 十 ce) 上 存在 且 连 续 , 所 以 
一 +o 可 = lim (7 十 cl)， 


加 员 
4 


lim 


x- 


lim (r+ 二 ec) = lim 


xz-=1] 


3 十 | 


re 
] 
TTT1lia, 
得 
1 1]+e, C re 
3 < 3 3 1* 


所 以 |maxt 1] ,zydr = 
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例 28 利用 化 二 次 三 项 式 为 正则 型 来 计算 下 列 不 定 积分 : 


a (db FA 0); (2) | 一 一 一 

0 or’ /2xz2 一 之 十 2 
rd 

(3 ) i (4) | 一 


dz 


3s1n°7 一 8sIiNnrcosr 十 5cOSs2 7 


解 (1) 妆 ao 盖 0 时 ,有 


(6) 


3 i 


| dr sgna | dC wv |b|z) 
a Tor Vol Cal): + (CVTz): 
— PIC 


-aretan 。 | 十 cc; 
当 ab = 0 时 ,有 


| 一 一 S na| dr 
a+br lal— lolz 


一 sgna l | dC 1b|x) 
: Vels Cvylal)?— Cvlblr): 


— _Ssgna_ | vv | cl| 十 过 VO 
一 ”一 -一 | 上 | 一 一 一 一 -一 
YV 一 Ce Vlal—xw|ol 

(2) | —— ; 1 dr 
¥ 
z+2 ew (TC—1/4) + (v135/4): 


] 


十 C， 


] 
一 ln| 并 一 一 At 一 /2 十 了 : 
Fn” 本 十 并 z73 干 ij+e 
(3) | 去 -一 7 = 3| 
37"— 27—1 3 7*— 27/3— 1/3 


1 dz 一 13) 

3J (tC— 1/3): — (2/3): 

__l1 3 1203 十 (一 173) 
3 tin | 二 ve 
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1 
加 1" ite 
GD | 一 一 Tdr = 地 | dCr* 1) 
一 271 (x Oo 1) (v2) 
1 (V2+]1) 
一 0 | 一 一 一 | 十 < 
4V2 jz 二 (V2—1) 


本 dx TC— COSa 十 cosa 
(5) | 二 一 一 一 一 一 一 一 一 


zz 一 2rcosd 十 1 (并 一 cosa) + sinz2a 


= 六 | se) 十 sin 0] 
2 


(TCO— cosa)’ 十 sinz2a 


上 cosa| d(x 一 cosa) 


TC— coOsa)’ 十 sin’:a 
一 六 ln 人 -一 lecosa 十 1) 十 cotaarctan 二 一 -4 十 C， 
sina 
UU kx,k 一 0, 十 十 上， 十 2 
(6) | dx d(tanx) 
3sin*x 一 8sinxcosr 十 5cos2:x 3tan*x — 8tanx + 5 
| d(tanr — 4/3) 
(tanz 一 4/3) — (1/3): 
1, 11/3— (tanx — 4/3) 
一 2 1/3 + Canr — 4/3)| 了 4 
1 3sinyz 一 5cosrx 
2 sin 一 COsy te. 


第 三 太 。” 有 理 函数 与 无 理 函 数 的 不 定 积分 


主要 内 容 


1. 由 两 个 多 项 式 函 数 的 商 所 表示 的 函数 称 为 有 理 函 数 ,其 一 
般 表 示 形 式 为 


”3， 


P(x) CO -二 CT -二 ” 十 《tt 


RCT) = QT) pb 人 十 Di 十 十 加 
9 C4 和 po ,Db 9 ,OD,, 为 常数 9 Co 天 0 ,2 


其 中 ,wx 为 正 整 数 ,ao ,a1，*… 


天 0. 
可 以 用 待定 系数 法 或 赋值 法 将 有 理 真 分 式 分 解 为 部 分 分 式 . 
有 理 真 分 式 的 积分 可 归结 为 两 种 形式 的 积分 : 


In 一 & 十 c， n= ]， 
ne- | 

(一己 ) Or Lai te n> 1; 

dz 


td A ts; + Bt 
(2) | C7 十 px 十 yd 一 有 (Ci 十 2 ?2 十 b (£2 十 LM 


其 中 1 一 + 十 信 . 
当 呈 一 1 时 ,有 


{ 1 2 2 . 
| = Sn + rr) + 


l 1 
一 -arctan — 十“， 
“ rr 


1 1 _ 
| #4 = 


当 刀 盖 1 时 ,有 
tdr 加 1 
| (二 201 一) 十 1) "1 Te 
A 一 3 1 
ft 2r (nC 一 DCG 二 Tr 


| dz 
(天 十 产 )” 2222 一] 
2， 关 于 sinx ,coOsx 的 有 理 式 的 不 定 积分 | RCsinzycosz)dz 称 


为 三 角 国 数 有 理 式 的 不 定 积 
(1) 常用 代 换 有 万 能 代 换 (半角 代 换 ). 


令 tan 二 1, 则 


Sin el COS 1 一 一 
T= sz 一 二 一 一 ,dr 一 一 一 ， 
宁 用 1 十 2 ] 十 £2 


lj 
(2) 行 等 式 R( 一 sinyrycos7r) 三 一 R(sinx ,cosr7) 


或 RSINT, — Cos) SE RR(sinr ,cosr) 
成 立 , 可 利用 代 换 cosx = 1 或 sinx == 1 计算 积分 . 
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(3) 若 等 式 R( 一 sinz, 一 coszr) 三 RCsinx,CosX) 成 立 ; 可 利 
用 代 换 tanx 一 上 计算 积分 ， 

但 有 时 利用 三 角 函 数 关 系 式 和 换 元 积分 法 过 程 可 能 更 加 简 
捷 . 因此 ,在 选择 解 题 方法 时 , 务 须 认真 思考 . 

3. 无 理 遇 数 的 积 2 


CR BENE 


dz 型 积分 ,其 中 nn 放 1,ad 一 be 了 关 0. 一 


_. 


般 令 7 二 | 全 也 即 可 化 为 的 有 理 函 数 的 积分 ,利用 有 理 函 数 


积分 法 计算 积分 . 
(2) |Rex, Vax 十 bX 十 c)dz 型 积分 ,其 中 a,b,c 满足 条 件 : 


d >0 时 ,太一 44c 关 0;4 之 0 时 ,太一 4ac 之 0. 一 般 令 =z 十 下 ， 
二 Viac 一 上 )/(4a*)|, 则 二 次 三 项 式 ax? 十 br 十 c 化 为 
alGe 二 让),TalGe 一 忆 ) ,|ajC&* 一 局 ). 积分 化 为 

[Re vu” 十 Rdre， JR Vu’ — k’*)du, 


JR vk’ 一 wi ) da, 
分 别 令 二 ktant ,yw 二 ksect,u 二 ksint, 代 换 后 化 为 三 角 函 数 有 理 
式 的 积分 来 计算 . 
(3) 欧 拉 代 换 。 对 二 次 三 项 式 ax? 十 br 十 c, 有 三 种 类 型 的 
欧 拉 代 换 ， 
第 一 种 类 型 . 若 4 汪 0, 令 Var 十 br 十 c= 二 十 Var 十 >; 
第 二 种 类 型 :车 伍 0, 令 va 妇 十 Or 十 c 一 xz 十 vi 


第 三 种 类 型 :Var 一 TDCzr 一 To) 一 (7 一 并) 


4. 二 项 微分 式 |*(4 十 bx)?dx, 在 以 下 三 种 情形 可 化 为 有 理 
六 数 的 积分 ( 契 比 雪夫 定理 ): 
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(1) 六 为 整数 , 令 了 一 ~, 其 中 入 为 分 数 m 和 的 公分 母 ; 


(2) 二 旭 十 工 为 整数 ， 令 4 十 0 一 妆 鞭 中 六 为 分 数 户 的 分 母 ; 


(3) 一 + ] 


分 母 . 
还 有 其 它 一 些 代 换 , 依 具 体 情 形 确 害 . 


十 户 为 整数 :, 令 az 十 0 一 妆 其 中 入 为 分 效 户 的 


疑难 解析 


1. 在 分 解 真 分 式 为 部 分 分 式 时 ,如 何 选择 分 解 的 方法 ? 

答 ”分解 真 分 式 为 部 分 分 式 常用 待定 系数 法 和 赋值 法 .一 般 
来 说 ,待定 系数 法 比较 麻烦 ,费时 间 , 又 容易 出 错 , 但 适合 一 切 形式 
的 真 分 式 . 如 


4 3 2 


其 中 4,B,C,D,E 为 待定 常数 . 

将 上 式 右 边 通 分 后 ,得 一 恒等式 

3 十 过 十 4 三 十 1] 

一 (A 十 Br 二 Cr 十 (24 十 B 二 +D)x: 二 (C+ 二 EE)zr+4 
比较 同 次 害 系 数 建立 方程 组 , 解 方程 组 得 


A=], B=2, C=1, DQ=0, ££=—1, 
“37 十 Xx 十 47 十 1 
于 征 KT) 一 T” 十 22 十 工 
- 工 十 红 了 1 l 


7 7 十 1 (x 二 1) 
赋值 法 比较 简单 ,但 有 一 定 条 件 限 制 . 汝 有 理 分 式 分 母 有 实 根 
或 者 分 母 有 虚 根 (但 是 为 重 根 ) 时 ,可 用 赋值 法 . 
上 例 的 分 母 有 实 根 x 一 0, 有 二 重 虚 根 士 1, 恒 等 式 可 与 为 
*。 3]6。 


3z4 十 妃 十 4 十] 
一 4 十 1) 十 rzrBr 二 Cr 十 1) 十 rr + EE). 


今 T 二 0, 得 1 二; 
今 7 二 i, 得 一 i 二 一 DD 十 Fi=>D=0,EF = 一 1; 
令 + 二 1, 得 9 二 2(B 十 C0C) 一 3 一 十 C= 二 3; 
今 T 二 一 1, 得 7 二 2(B 一 C) 十 5 二 >B 一 C=1. 
Bd-C = 3, B = 2， 
A 一 一 ~ 
解 全 ic C = 1， 


与 待定 系数 法 有 相同 结果 ,但 运算 相对 简单 . 
2， 初 等 函数 的 原 函 数 是 否 还 是 初等 函数 ? 
答 ” 否 .初等 函数 的 原 函 数 不 一 定 是 初等 函数 . 如 |e ”dz， 
dx | 导 : 


Inx” 


dz 等 都 不 表示 初等 函数 ,不 能 用 有 限 形式 写 出 . 


方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 有 理 函 数 的 不 定 积分 


1 PCr) ao 十 十 十 ao 四 
形 如 (7) 一 全 (3 一 一 二 的 函数 和 


为 有 理 溺 数 , 其 中 7,n 为 正 整 数 或 零 api = 1,2,.. ,nn;] 二 1， 
2,… 12) 为 常数 , 且 wp 不 等 于 震 . 有理 函 数 为 真 分 式 时 ,直接 
用 待定 系数 法 或 赋值 法 ( 见 疑难 解析 1) 分 解 为 部 分 分 式 ,然后 用 
前 面 讲 过 的 方法 计算 不 定 积分 ;有 理光 数 为 假 分 式 时 ,要 先 变形 为 
一 个 多 项 式 和 一 个 真 分 式 之 和 ,再 进行 分 解 与 积分 . 有 理 真 分 式 的 
积分 可 归结 为 两 种 形式 的 积分 ( 见 主要 内 容 1), 读 者 应 熟悉 并 记 
住 它们 的 计算 公式 . 

有 理 田 数 积分 中 的 某 些 情形 ,采用 换 元 积分 法 或 分 部 积分 法 
可 能 会 更 简便 ,这 要 由 具体 情形 确定 ,请 读者 通过 例题 细 细 体会 . 

例 1 计算 下 列 不 定 积 
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47 一 13z 十 3r 十 8 | 十 7 一 
-dx; 一 -一 一 一 一 一 dz; 
0) | oy 7 (2) 7  — 4x - 
371 十 7 ”十 47 十 1 | x 
(3) | 光 二 人 a dr; (4) Ca oy 7J2d7 
解 。” 在 分 解 真 分 式 为 部 分 分 式 时 ,能 用 赋值 法 分 解 的 就 不 要 
用 每 定 系 数 法 .为 节省 篇 幅 , 我 们 将 不 写 出 分 解 过 程 . 


47 一 137 十 37 十 8 :个 小 公 一 
GD | 一 上 古寺;dx (用 赋值 法 , 令 z 一 一 1,2,1,0) 


_[r 1 2 5 1 

-| + GE 
_ 3 

(x 十 1)(xXC 一 1) | + 


= ( 一 2) 袜 一 
(2 ) 人 
5 4 _ 
7 十 8 ,2 r+4+4 一 16x 5 
”一 4 3 一 4 
47 一 167 一 8 2 5 
3 dx 三 TFs Fr We 0 0 
十 x 一 8 | 3 
| ry dz 一 | 十 并 十 4 十 三 “十 二 5 一 工 二 7 dx 
一 二 局 十 广 妇 十 4 十 2nlzl 十 5nlz 一 2 
一 3inlz 十 2| 十 < 
3xz4 二 XT 二 dx 十 1 A Br++C 人 Dr 十 下 
(3) 因为 TX 十 2z3 十 蔗 + 和 十 Z 十 1 Tr 1 


先 令 x 二 0 一 >A 二 1, 再 用 待定 系数 法 计算 ,得 
| 于 二 于] 十 zs 十 4z2 十 tl 人 [二 + 到 十] -dz 


7 十 2xz 十 工 
一 lnlz|l 十 lnlz 十 1| 十 arctanz 一 | 


， xd(x* 十 1) 
一 In lzkx 十 ]) | 十 arctanx 一 aretanz -一 | | 
» ] 
一 J]n|xCr* 十 1)| 一 FT 1S 十 方 arctan7 十 C， 
注意 ” 解 题 过 程 中 要 结合 其 它 方法 ( 换 元 积分 法 .分 部 和 
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法 ) 一 起 使 用 . 
(4) 注意 (六 一 37 十 2) 不 是 二 次 质 因 式 , 改 
T A B C D 
Crt2 zi Ir 2 Cy) 


(赋值 法 , 令 才 一 1,2,0,3, 解 方程 组 ). 


| Tdr 
(x: 一 3X 十 2)° 


4 1 4 一 全 | 
=- || + oy 7 2 2) 7 
1 4 
一 4ln|z—1| 二 二 4in| 过 一 2| -十 
加 zz—1} 1 4 | 
= In | 工 一 工 元 一 
例 2 计算 下 列 不 定 积 分 : 
TT 一 3 
CD | 去 二 二 一 dr (2) | zr zr )? 
G3) | 立信 (4) | 去- 二 二 一 二 x 十 1 
(tC— 1)Cr 二 1) (XxX? 一 Ye 
解 (1) XT—5 二 213 2/3 1 


7 一 3z 一 4 7 二 1 7 一 2 (rr—2) 
( 今 工 二 2, 一 ] ,0). 


一 5 ~ [fr 2/3 2/3 1 
| Tl TD 


ZIn| EF 
并 十 ] 
at 1 -7 
rT(l 十 并 Cl 十 -7 (1 十 zz (二 x) 
了 六 


下 1] 二 x (1 二 TY 
1 Ill -7 -一 了 
| 去 二 二 dz=|| 2 ] 十 并 (1 ys |x 


= nlz| 一 二 In]1 十 下 | 十 广 卫 二 ; 十. 


能 以 拼 竣 方式 达到 分 解 部 分 分 式 是 一 种 技巧 的 展现 ,多 做 练 
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习 将 有 助 于 这 种 技巧 的 掌握 . 
和 


| rdr (二 1) 一 (rl1) 
(一 1)Cr 十 1) 十 1) 到 有 十 1) 


= 二 下 生 


= Inlz—1|| 


dx 


1 dx 
2Jx 十 1 


-1 1 寺 :| 1 
一 nl ] | Ti1 十 | 7 arctanz 十 c. 


十 


1 二 +x 


(4)Xx 十 1] 二 一 XX 十 TT 十 1 二 (Xz 一 1)zx 十 (XxX 十 1). 


| 7 十 1 了 (TD rT 
(Tr 一 1)(r 二 1) (xr — 1)(x 1) 
Tdr dx 
| ss + 7*— 1 
| 十 1 一 1 +— 1 
= | d+ 十 ] 
= nlz+il+ 二 -十 二 mn JE 
1 了 2 
= F741 + 3lnlz lite 
例 3 计算 下 列 不 定 积分 : 
(7 十 1)dx dx 
| a 02) | 2 
XT 
(3) | = (4) | dz 
解 将 锌 积 图 数 变 形 后 ,用 换 元 积分 法 或 分 部 积分 法 计算 . 
(1) | (XxX: + 1)dr 
1 十 2 六 十 3z 一 27r 十 1 
同 除 以 2 | (1 十 1/z)dz 
x 二 2r7 一 3 一 2/7+ 十 1/x: 
d(r— 1/xz) 
(tC— 1/7) 二 T+ 2(r Oo 1/rx)+5 
dr 一 1/7) 1 zz+1 
ee +1™ 9an or 


。 5320 。 


Tdr ,A 3 一 
2) | a = = | py (人 ltr 0) 


1 dt = 了 | 二 -一 圭一 点 
| = 村 | 上 - 3 过 t zd 


3llnli— 1 -inld—7)+e 


= ln 


l 

Pr st + 
+ 二 1) 7 一 1 

(3) 5 一 tk 2 | 二 二 jdz 


= | 点 二 ad 1 Ce 1 


A 


rz 二 l/r 2.(rt 二 1/r):—2 
= | d(x CO— 1/7) - 雪 | d(xr + 1/r) 
2J. (tT— 1/x)* 二 2 (rt 二 1/rx)*—2 
-1 arctan 并 -一 L 1 in 三 一 Y2Z 十 1 V27x+] 
2V2 V2r 4vV2 r+ v2zx+l1 


Xx _ [十 27 十 21 
0 


= | Cr 一 3z 十 9)dz 一 27| E+ 


x 


= 互 一 六 妇 十 gr 一 27inlz 十 3 十 < 


例 4 计算 下 列 不 定 积分 ; 


3 工 十 5 
0 | cr yd; 


3z 一 9 
(2) | (太一 工 一 2)(02 一 2z 十 Eh 


十 5 dz 
(3) | 一 一 一 一 一 一 dz (4) | 云 二 一 二 


一 6r 十 13 TT 十 8) 
3x 十 5 _ 3[ (C2r+ 2) + 4/3 
解 Dt 十 2 二 2 
dz 十 2r 十 2) + d(x 十 1) 
(Cr+ 2r + 2) [Cr 十 1 十 1 
3 
2 三 十 2z 十 2 
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十 1】 ] | 
一 一 -一 一 一 一 arct 十 1) 1 十 
+ 中 TT 十 7 ar amn( ( 
2 一 1 
一 一 -一 -一 一 -一 一 tan (x 1]) 十 cc. 
Fr or To tactant? Tt 
(3.7° — 9)dx 
(2) | (T2727 二 5) 
=| (37° 一 9)dz 
GT 一 2)(z 一 2 十 5) 
] 十 1 加 57X 一 75 
本 || a 十 1) 25(X CO— 2) 800(x  — 2x 十 5) 


2 
20(7T: 一 27 十 5 


57T — 75 _[57(x—1)—18, 
| 


yr 


l 
7 十 Cl1， 


一 ln | -2z 十 5| 一 9arctan 


| 9 一 75 dx 

(zz 一 27 十 5 

9 “SS 二 66| dz 一 1) 

2 (x — 2x 二 5) [Cr 1)+ 4 

9 ] 一 至 | 太一 1 二 | d(xr CO— 1) | 

”2x7 一 2+ 十 3 41Lx 一 2z 十 5 (r+ 一 1)* 二 4 
15 — 337 33 一 


一 一 arctan 


4 一 2zx 十 5) 8 2 


(37* 一 9)dz 
收 | (TO 2)(x :27 5) 


lo,, 


] ] 57 
= 35lnlx 二 1| 十 ssln|z 2| — 1600 
十 33 并 一 15 87 TC 一] 


50 二 到 二 人 400% ln 2 


让 十 9 = | 和 
(3) | 二 二 让 ”2 天 二 6 二 13 9 
一 | 

2 


Inl|x* 一 27 十 5| 


d(x 十 3) 
妇 一 6r 十 13 + 引 (一 3 六 十 2 


.一 一 


5 3 + 


= 六 nz: 一 6z 十 13| 十 4arctan 
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) 1 - [S| 
(4 (zx? 十 6 十 8) 2(X 二 4)(x 十 2) 
-了 | 二 -| 
4 十 2 7 十 4 
1 1 ,ll 1 
= 1 + re 
_17r 1 ， 1 ,，_ 1 __| 
eee 二 | 
dz 
改 | 二 
lr 1 ， 1 ，,，_ 1 __l]l 
-了 || 二 二 ay + 如 + 二 | 
上 Z 十 4| 1 
= 二 [In | 于 工 十 2 zlte 
例 5 计算 下 列 不 定 积 分 : 
Xiidx x’ 
war | 
:十 】 | | 7*—1 
(3) | 所 dz (| 去 二 二 二 上 dz 
解 ”利用 变形 和 代 换 求解 更 为 简便 . 
(1]) 今 zx! = 二 1, 则 


| Tiidx =| dr 
二 3 十 2 4( 刀 十 3z 十 2) 


1f td +| 4 
= 二 | 远近 = 4 + 二 7d 


z+tinlt+1| ~ dnlt+ 21]+e 


| 


= [r+ lnll+ zl dlnl2 + xl]+e 
(2) 今 ] 一 二 1,7 :二 1 一 +, 则 


rdr 11d) 十 | 去 一 总 3_1 
| ;= ;| 上 df = 2 术 FF EL 


= 
2 | Ts) 21 rs CO A ry te 
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XxX" 十 1 ] + 1/x* | d(x 一 1 /7z) 
(3) 1 A = 医 十 1/ dz 一 (六 一 1/z) 六 十 2 


7 十 1 
= arctan ee 十 C. 
(4) | CDdr -| z Q 1/7 )dz 
TXT! 十 Xx 十 Xx* 十 XX 十 】 (x 十 ]/Xx) 十 (x 十 1/Xx) 十 1 
| d(x 十 17z) 
Cr 十 1/7x) 十 (x 十 1]/7) 一 1 
d(x 十 1/x 二 1/2) 
[Cr 二 + 1/7x) 二 + 1/2]*— 5/4 
1 rz 十 l/r+ 十 1/2 一 v5/2 十 <c 
V5 zz 十 1/z 十 1/2 十 W57/2 
1 ,27 十 (一 V5)x 十 2 
V5 2zr 十 (1 十 V5)z 十 2 
二 .三角 函数 有 理 式 的 不 定 积分 
三 角 图 数 有 理 式 的 不 定 积 分 也 有 多 种 不 同 的 计算 方法 . 一般 
来 说 , 知 能 利用 三 角 图 数 的 关系 式 或 读 微 分 法 来 计算 ,会 相对 简单 
一 些 .而 用 万 能 代 换 、 正 切 代 换 时 ,计算 相对 麻烦 一 些 . 因此 ,要 逐 
步 掌 握 选 取 计 算 量 最 小 的 方法 ,尽量 少 用 万 能 代 换 来 计算 . 
例 6 用 万 能 代 换 计算 下 列 不 定 积分 : 


sin dr 
GD | 十 sinx dz; (2) | 十 sinz 十 cosx 
1 一 cosx sin’ rdx 
(3) | 1 十 cos 4) | (1 十 cos 一 sin.c)! 
解 万 能 代 换 即 半角 代 换 , 令 tan 3 二 4,sinx 一 于 cosx 
1 一 地 2 
一 7 ra dt = 也 ndt. 
SiNnx ft l 
0D | Te 十 Sin7 7 = 4| (1 十 4 1 十 7 


= 4j[- TT mk 


__4 
1+1 
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2 EW 
= tanry? 十 2arctanl tan 2 ce 
2 
一 Tanz73 下 Tanz77 十 十 c， 
C2) | dx =| 2di/ (1 ++f) 
] 二 cosx 十 sinx ] 十 21/(1 十 下) 十 (一 后 )/ (十 六) 


= | di 一 lInl1l1 十 t| 十 c= 1n lttan3 te 


— Dan: 
(3) | 1 二 soszdz = | Ss dz = Jtan’ Fdr 


1 十 Cos ocos’ (rT/2) 2 
一 |see 一 11dz 二 2tan 万 一 并 十 ec， 
上 述 解法 实际 上 并 未 用 万 能 代 换 . 若 令 tan 了 一 +, 则 
1 一 cosT 2 = ?| 人 二 二- 
| 二 Srdz = Tr 1 二 A dt 
一 ?1 一 ] 十 二]d 一 2/ 一 2arctant 十 < 
= 2tan 一 2arctanj tan 了 | 十 c= 二 2tan 一 之 十 ec. 
sin’ rdr 
(4) | (1 十 cos 一 sinr)’ 


— | [2sin(Cr/2) * cos(z/2) dr 
[2cos:(r/2) 一 2sin(r/2)cos Cr/2) | 


| tan (x/2)drx A z 
一 一 一 一 一 一 | 人 tan 一 二 上 | 
2[ 1 一 tan(Cr/2) jicos*: (x/2) 2 
= | 一 = | Dd 
(] 一 1 (一 1) 
1 3 3 ] 
-| 二 + CT 《4f 一 1 一 Ty dt 
3 3 1 
-ini_-1l|-- ->” ~ -~ >- + 上 +: 
nt 一 1 /一 1] 2(f — 1)° 3 1 
TT | 3 了 
= In|tan 2 1 tan(r/2)—1 2LtanGCz/2) 一 1 


] | 
atant /2 IF 


例 7 计算 下 列 不 定 积分 : 
(D | 一 二 基 C2) | V1 sinrdx; 


1 十 cosZXx 十 SinXx 


G) | z dz 《| tanzdz 


sin4rcos4 azsin27 十 bcosz 
解 (1) 此 题 即 例 6 题 (2), 利 用 三 角 函 数 关 系 式 ,有 
| dz dz 
1 十 cosX 十 ne J 2sin(x/2)cos (zr/2) + 2co0s:(x/2) 
dtan (x/2) 
了 | se IT 二 tanCz/2)] 1 十 tan(zx/2) 


1 + tan 于 |+e 
(2) | V1 二 sinzxdz 


一 jn 


=— | sin’ 加 十 cos” 可 十 2sin cos dz 


sin 池 十 cos 王 | az=| 


一 2cos 三 十 2sin 5 -一 十 C， 


(3) [aa 一 [sea 一 


Si XCOS XH 


， 天 T 
sin 了 十 cos 一 |dr 


2 


一 一 s| 0 十 cot*2x)dcot2x 


二 一 COt2X 一 3 (cot2r): 二 cc. 


(4) | ri tanrdz = | tanz tanz granwy 


a?sin?x 十 bicos?x a:tan’ze 


2 2 
—— 1 dla tan z+ 0) ln Catan? 工 十 22) 十 ec. 


92a cztan2zz 十 已: 
例 8 计算 下 列 不 定 积分 : 
01) | sin2xdzx | | COS2Z 一 sinz 
Vaicosir 十 Oisiniz cosz(1 十 cosre'™) 
SINX dx 
(3) | 元 十 Cod (4) | (2 十 coszJSIny” 
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解 (1) 因为 


(azcoszy 十 pzsinzr)' = az2cosT( 一 Sinz) 十 20°sinxcosx 


= (p — a’)sin27, 


, sin2.xd7 1 dl(laicos’7x 十 bsin’x) 
所 以 | 二 | 
azcos-w 十 Sin 4 Vacos’r 十 sin 和 7 
一 2 AWa2cos2 十 Sin 十 CC. 
a 
(2) 因为 
(cosxresi 1 一 一 sinzes 十 cosixe’™ 一 em (cosix 一 sinz)， 
再 将 分 子 、 分 母 同 乘 以 sr"" ,得 
| COSiX 一 Sin 加 四 | d(coszxze  ) 
cosZ(] 十 cosre” ) cosre (1] 十 cosze ) 
di | 1 1 1 t 
-| 者 千 5- 3 Ti nilte 
_] cosxe 4 
| ] 十 cos.zre 
G) | sinxd7 = | tanrdx | 2 
sin37 十 coss J (十 tanix)cos:x J 1 十 tanix 
tan = | a d= | di 
1 十 如 3 (十 1 人 (一 上 十 1) 
] 上 十 1] ] | l 
一 一 | -dt d 
et 3j」 十 1 


| d(t 一 1/2) 
6j 兰 一 上 十 1 3 (4— 1/2)’: + 3/4 


] 
一 slnlt+1| 


] l 2t— 1 1 

一 一 jn| 关 一 上 十 工 十 arctan 一 一 In|lt 十 1| 
6 /3 /3 3 

一 Lin|tan2r 一 tan 十 1i 十 arctan ctanr— 1 
0 V 3 V 3 


一 二 Inltanz 十 1| 十 <. 


C4) | dx | sinr 2 一 sosz | 
(2 十 cosr)sinr 3JL2 十 cosrz sinx 
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四 1 dcosz 2 | dz ] f dsinx 


3J 2 二 cosr 3J sint 3J sinz 


一 [ln 12 十 cosx| 十 21n|cscz 一 cotz| 


一 lnalsinzr| | 十 ec. 
例 9 计算 下 列 不 定 积分 : 
] 十 sinx 7 
GD) | 2 i 2 
SINXCOST | tanxz 
(3) | 半 十 SIin 0 (4 | 5 7 
dx COS*X 1 十 cos 工 一 1 
解 GD | 2 = 1 十 cos27 ”一 ] 十 cos 
dtanzx 7 1 pctan tanz ，， 
2 十 tanzszr 一 /DD /9 
] 十 sinx sz 2sin(Cz/2)cos(z/2) 十 1 ， 
| Toe dr = | Se ed 
。 区 T 4 世上 
一 |[ian 2 六 十 | tan 上 dz = jafe tan 7 | 


一 C tan 加 十 5. 
此 题 使 用 了 在 第 二 节 例 4 题 (3) 中 的 方法 . 


(3) | Sees Sinrcosz | dx sinr=/ id/ 1 dt 
1 二 sinir 1 二 + 2J1 二 (2)? 


2 arctanf* 十 ce 一 er 十 c。 


_tanr cos 一 sindz dcosx 
/aoe (COSX) (COSXT) 
一 2(0cosz)12 十 (一 < 


COS 
本 例题 (3)、 题 (4) 选择 代 换 sinr = 1,cosxz = 的 理由 请 
本 市 主要 内 容 2 中 的 (2). 


例 10 计算 下 列 不 定 积分 : 
(1) | V Sin2rcosrdx.,; (2) |sinezeostrdr 
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请 阅读 


解 (1) 令 vtianz = .因为 
VSIN?TCOST — ?I wv sinx (cosir)， 


d.r _ 
而 dt 一 d vtan. 一 天 -一 一 一 ,所 以 
加 VSINT (COST) 所 


. sin.w 
VSin2rcosrdrt 一 2 V2? cosird Vv tanx 


Sinx 
COSX 


d Vtanr = 2 Vv 2 tan’x d Vtanz 


] 
一 2Y 2 . . EE 
sectz (] 十 tan2 克 7) 

上 dz dt dr 


故 | wwSIn2rcosxzd 壹 一? V3 | 二 宇和 CI] 十 Cy 一 二] 二 


/sz di airs +| aa) 


二 1 1 1 
二 [ad + | f°" [je 
7 2 
dr 一 | 7 DD 二 (一 Dg( 见 例 5(3)) 


1 
__1 arctan > 1 | 过 一 V2z 十 1 
2 vv 2 vV 21 f+ V2t++1 


所 以 | wstn2rcosrdz = 十 工 arctan 
V2(1 十 1) 4 V21 


2 ./ 
十 1 二 YY “< 二- 十 
5 十 V2zt 二 1 
3 
= 十 工 arctan lanr 一 


V2 Secr 4 V2tanx 
tan 一 v2tnar 十 1 
tanz 十 w2tanzr 十 1 


二 


| Cl， 


“ — 


一 jn 


Ts 


C, 


(2) 因为 


] ,,. , 
SiN’ .TCOsi7r 一 (2sinxcosr) Cos = 一 六 sin?27(] 十 Cos? 二 ) 


] 。 
一 je ~ 一 COSAX) 十 二 sin?2zcos27， 


所 以 
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1 
16 


|sinsxrcostzdx |a — coOS4.7)dx 十 § |sin’2rcos2zdz 


一 -6 一 sin4z 十 sin?2x 十 c。 
例 11 建立 递 推 公式 1 = | Gm 之 2,€ 21) 
解 7/ =- 一 | 二 adcotz 
一 一 EE — (7 一 2)|cotz < . 


加 cotz  _ 一 2)|| dx -| S| 
(sinr)”™? 的 (sinz)” (sinx)” 


一 一 Cn 一 Gn 一 2)7 十 (7 一 2)7 
COST I 2 
则 1, 一 一 Cn 1m 十 ml: (2 之 2). 
三 .无理 函 数 的 不 定 积 


一 般 无 理 函 数 的 根 式 代 换 , 读 者 可 参看 第 二 节 例 9、 例 14. 事 
实 上 ,三 角 代 换 、 双 曲 代 换 也 是 对 无 理 函 数 的 不 定 积 分 的 代 换 形 
式 .下面 再 请 读者 观察 .分 析 一 些 问题 . 

例 12 计算 下 列 不 定 积 


x — 1 dz | dx 
GD | 三 下 1 vT 二 大 二 7 (2) 了 到 2 


— 
3 | /一 二 天 dz: | Edz. 
1 一 工 VZ Z 十 ] 


解 (1) 将 被 积 函数 变形 后 进行 代 换 


| 大 一 ] dx 
Tl /IF 
| (1 — 1/x )dr 
Cr 二 1/r) VGz 十 1Azr 关 一 】 


一 SgnN. 
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di | 一 di 
一 S8n 一 一 一 一 Sn 一 一 一 一 一 一 一 DY/ 
上 v 关 一 vv 一 /it 
一 -二 SG 一 一 arcsin 二 十 一 一 arcsln 一 3 7 
v1 一 (LA I 1] 十 广 
dx 一 | 
(2) | pa ] 一 rl | Db 
i 1 
一 parcsin 一 十 C， 


-一 祁 RE 1— rvVr+e. 
A .了 


rz 十 1 za (二 TD Via 
而 | 一 至 一 = Inlz+ VX 十 2| 十 a， 
十 2 


(十 1) VT 十 2 YC? 十 1) V(r 十 1) 十 1 
ee | cost 


一 | 一 一 一 一 一 一 dt 
(2tan*t 十 1) v2tan*t 十 2 2sin’t 十 cos'i 
一 arctan(sint) 十 a 
一 arctan 一 十 Cc,， 
VTT2 
故 7 一 jnlz 十 wz 十 2| 十 arctan 一 一 ”十 c 
Vr 十 2 
例 13 计算 下 列 不 定 积分 : 
Are 
(1) | 一 一 一 一 (2) | qz; 
1 十 .三 十 YL 十 和 3 
(3) | 天宇 -一 (4) | dx 
‘XT(4 C2) Tz V1 二 x 


解 (1) 观察 被 积 函 数 , 提 出 分 母 公 因 去 ,得 


d(l1 + 7 )/2 


[ z 2 
V1 二 VUd+r) I+rVit Vit+x 


| 一 | dat = ?| V1I+t 
上 v1l1 十:t Vv1 十 + 
-> vTTr+c=vV1+wvi 十 刀 十 <c. 
(2) 先 用 分 部 积分 法 ,再 用 倒 代 换 ,得 
| tr 9 |z 9dz 
工 x Z2 Vx OO—9 


3 d21 
= m=5—| 9dz | < 
机 


| 


Vx: 一 9 十 3arcsin3t 十 c. 
wz 一 9 十 的 一 arccos31 | 十 cc 


2 


-一 ZX 一 9 一 JarccOs > 十 C， 
.下 


V1]1 一 3) 


d 
|| 


Vr(4— x) 


0 


4— (vr) 


. V7 
二 2arcsin 一 -一 十 c. 


2 


| 一 疾 - 一 -| -天 二 a 


当 工 盖 0 时 ,有 
[一 笃 一 = 一 卫生 二 全 ~- 
rvitr 2) Vitr 


= 一 上 VITR+e 
当 x 过 0 时 ,有 
* 332 。 


— V1 一 妇 十 <c 


dr 国有 v 了 T 干 闫 -ec 


让 一 
= TT IT 干 右 十 < 一 一 二 V1 十 站 十 c. 
dx 1 
dr -1 工 vTTFP+e 
人 二 让 
例 14 用 欧 拉 代 换 计算 下 列 不 定 积 
2 
0) | 一- 一， (2) | — 
VX 十 2x 十 5 XTX— Vr 二 +2r+—8 
/3 
3) | 一 -一 全 一 一 dx | 
1 十 vT 二 2 和 二 7 TT 十 VX 十 3 十 2 
解 (1) 用 第 一 类 型 欧 拉 代 换 . 令 Vzxi 十 2r 十 5 二 x 一 zz, 则 
2 5 之 十 2z 十 5 
2(z 十 1)， dr 二- 2(z 二 1): oz. 
于 是 
rdx lf (2 一 5) 1、 
PTT 4) (GF) 
一方 16 16 4 
一 ke 1 = 
) 2 ,3 . 
tt EE 
Z 十 2r 十 5 V7 十 27r 十 5| 十 ec， 
(2 ) 用 入 三 类 型 欧 拉 代 换 . 令 Vr 十 27+ 一 8 二 xz(z 十 4), 则 
_ 4> 十 2 2 
"TI 7 yd 
于 是 : 
| 一 一 全 一 -~- > 十 1] ， 12x J 
7 一 Vr 2r—8 2(1 一 2z) (一 7)2 ~ 


6zdz 
= | ae >)(z 十 1)(z—1) 


= | 
2 一】) 2 十 1]) 人 一 | ~ 


— 9101. in | _ 4nlz 一 3 
pa dln |2 ll 十 二 了 十 9 


= 了 nlz 十 1 一 v 友 二 27 一 8| 
vi 十 27r 一 8 一 十 8 


人 一 1 


— 3In| v 交 十 开 二 8 二 zl 十 < 
(3) 用 第 二 类 型 欧 拉 代 换 . 令 vV1 一 2xz 一 好 一 xz 一 1, 则 


十 4ln 


2 一 D -204 十 2z 一 22) 
十 1 (十 1) 


于 十 
加 1 十 2x 一 过 


| | 
1 十 VI or z(z 一 1)(z 十 1) 


上 | “1 1 、 > 一 】 
-| 一 之 = ln 之 
1] 十 vv1 一 2r 一 一 并 

1 十 VW]1 一 27 一 人 7 
一 2arctan(1 十 V1] 一 27 一 zx) 二 i. 
(4) 用 第 三 类 型 欧 拉 代 换 . 令 Vx 十 3z 十 2 二 xz(z 十 1), 则 


一 arctanz 二 ce 


= ln 


2— ~’ 了 2 
x Ci I 
于 是 
| 三 + = | 2z(2 一 > 一 六 
一 | 
文 十 Vz 十 3r 十 2? (2 一 一 2)(s 一 一 |) 


PE 


四 _ 17 5 ] 3 
一 1 1) 8 Fi 3 iiyt a i) 


yr 


_ 二 | 
27(z= 一 2)】」 ~ 


108 18 (zz 十 1) 6 (z 十 1)* 
16 1 5 
_ _ De 
a7 —21+e| 一 工 十 本 TX 十 3z 十 2 


例 15 计算 下 列 不 定 积分 : 

(1) | 一 一 一 一天 一 ; (2) | 一 到 天 -天 -， 
V2 + VTi+ Viixr r wz 十 2xz3 一 

解 ” (1) 分 子 分 母 同 乘 以 一 V2 十 V1 一 7 十 Yl 十 7X, 得 


dx 
| 去 Vl—7X+ V1 十 


2 Vl—x 


-— | dz + 了 | dz + 了 | dz 
VEJYV 2.VITz 2 Vi—7 
一 一 rcsinr + V1 十 7X 十 vl 一 十 c. 

2 


果 相 同 ) ,得 
dt Vv1 十 2 一 上 六 
- 一 一 ， YX 二 22 一】 三 一 一 一 一 一 ， 
2 Vt t 
dx = 一 眼 | di 
于 大 | 一 2 wV1 十 2 一 起 


| d(l]—1) 四 | . 
一 -一 一 一 一 人 0QILSID 
2 V2— (1—t):  “ 


1 一 ! 


/3 ji+e 
+ (zl 之 VvI 1). 

2 2 

一 项 微分 式 |z"(a 十 br)rdx (msnsp 为 有 理 数 ) 在 下 列 三 种 


情形 可 化 为 有 理 函 数 的 积分 ( 扑 比 雪夫 定理 ): 
(1)pE€EZ. 设 X= 二 xz *,N 为 分 数 芭 和 7 的 公分 母 . 


(2) 一 一 一 一 “EZ. 设 na 十 bz 二 x*,N 为 分 数 户 的 分 母 


】 . 
一 二 arcsin 
2 


(3) [全 十 pj EZ 利用 代 换 az“ 十 6 一 2, 为 分 数 
的 分 母 
。335。 


(| ydz 02) | 二 
oe- 


一 一 Yr tx 
(3) | — 
(1 十 i 
解 Dt 
V1l+ Yr 
~ 1 二] 人 志 开 2 作 2/3 
一 了， 二 3, 契 二 项 微分 式 的 情形 (2). 可 令 1 十 一 
则 有 == (2z? 一 1)32， dx 二 3z(z? 一 1)12dz, 得 
| oa- at 
V1l++ vr 
3 3 
(VI YE) -2(VIT YE) +3Vi+ Yr +e 
(2) ! = 二 Xz) ,m=0,n = 14,p=— 二 


V1] 十 区 
一 一 十 p= 二 0, 是 二 项 微分 式 的 情形 (3). 可 令 x! 十 1 二 z', 则 


有 = 一 雯 /1+r (2>0,r>0), r= (2 1), dr=— 2 
(z* 一 1) “dz, 得 


9 


| ] 加 ] 加 ] a: 
4(z 十 1) 4(z 一 1) 20 十 1)| 


= In rctans + e 
将 < 二 二 江干 艺 代 入 即 得 结果 . 
VX . _ 1 ] 
1 二 二 本 一 


一 2， 为 整 效 ,是 二 项 微分 式 的 情形 (1). 可 令 x= xz', 则 有 dr = 
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[du ie 
( ] 一 六 小 (x” 1)* 
1 2 一 


一 了 一 4x3 十 18z — 24arctanz 十 十 3arctanz 十 人 
5 二 ] 
6 .,. 3 六 170 
一 一 一 4 十 18x1° 和 24arctan (x ) 全 ] 二 zx ] 十 173 十 (。 
dr : 
.= | Cr Tb ey 0) 
的 递 推 公式 . 
由 于 4a(lax* 十 br 十 cc) = C2ar 十 25) 十 4ac 一 六 
有 pC— dac 一 (2azr 十 2 一 4a( 人 (az 十 Or 十 c)， 
故 7 一 1 | (2ax + bdr -| dadzx | 
”dac (cr 十 briey)” (ez 二 br 二 ec)! 
ll .Til 
一 pa TO ar pre 
2d4 dr 
十 站 一 | (a.r” 十 bX 十 | 
加 | dz 
六 一 4acJ (az 十 or 十 cc 
加 2a7 十 P 
一 (ac 一 妇 )(Caz 十 Or 十 cc) 
加 2422 一 3 1 
(一 1)( 估 一 4cc) 
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第 一 人 和 定 积 分 概念 与 可 积 条 件 


主要 内 容 


1. 分 割 。” 在 财 区 间 [a,bj 内 任 取 一 1 个 点 
4 二 Xo 和 Tr ,= 
把 [4,5] 分 为 个 小 的 闭 区 间 [z_1,x], 小 区 间 长 度 
AT = Ti T= 12 ,hn. 
称 这 些 分 点 或 这 些 闭 子 区 间 构 成 对 区 间 [4a,6] 的 一 个 分 割 ,用 记 
写 了 表示. 
1 二 max(Ar) 称 为 分 割 了 的 细 度 . 
在 分 割 工 的 各 个 小 区 间 上 各 任 取 一 点 
6 EL (= 1,2,.,n), 
对 定义 在 La,b」 上 的 函数 /和 [a,6] 上 的 一 个 分 割 也 , 作 和 式 
> CE ) AXx,, 
和 陈 书 称 为 / 在 La， bp] 上 属于 分 割 的 一 个 积分 和 ,又 称 为 黎 曼 和 ， 
记 作 > ， “(TY. 
2. 定 积 分 定义 ” 设 f 是 定义 在 [4a,6] 上 的 一 个 有 界 函 数 ,7 
不 一 个 确定 的 常数 . 若 Y se 这 0,3 6 疾 0, 使 得 对 于 [a,6] 上 的 任何 
作 割 了, 只 要 它 的 细 度 1 了 1 二 6, 就 有 分 割 TT 的 所 有 积分 和 
人 (7T) 都 满足 
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3) 一 了 | < e， 
则 称 函 数 f 在 区 间 [a,b6] 上 黎 曼 可 积 . 数 了 称 为 了 在 La,oj 上 的 定 
积分 ( 黎 曼 积分 ), 记 作 
7 一 | cmdz 
a 和 24 称 为 定 积 分 的 下 限 和 上 限 . 
3. 可 积 的 必要 条 件 ”车 肾 数 了 在 [a,b5] 上 可 积 , 则 J 在 [a,6] 
上 有 缠 . 
4. 达 布 和 设 函 数 了 在 La,oj 上 有 界 , 设 
M = sup (f(x)}, m= inf {f(z)}). 
zxE [zt] YE Top 
对 | a , | 上 上 的 任 一 分 割 TA 一 [ri | 一 一 1 ,2,… ,nn ,有 
M. = sup{/ (x)), Mi 一 in{f (f (x))}, 


则 称 和 数 ,MiAx; 和 >_jmiAx; 分 别 为 函数 了 关于 分 割 了 的 达 布 
土 和 与 达 布 下 和 ,统称 为 达 布 和 . 即 
SCT) 一 SMAx, St ) = YAri 
5. 达 布 和 的 性 质 
(1) 对 同一 分 割 了 ,SGT) 是 所 有 积分 和 >,(7T) 的 上 确 界 ， 
s(T) 是 所 有 积分 和 > ,(T) 的 下 确 界 . 即 
:7T) = inf{ 2.07)), S(T) = syp{ 2,7)}, 


且 ma) TT) < DfE)Ar ST) < MG — a). 
i=1 


(2) 对 分 割 了 添加 新 的 分 点 ( 称 分 点 加 密 ) 后 的 分 割 7 ,上 和 
不 增 , 下 和 不 减 . 即 
SIT) 委 7 ET) 十 2 一) 全 |， 
SCT) 守 ST) ST)— pM m) 人工 | 
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(3) 对 任意 两 个 分 割 刀 与 太 敬 加 而 成 的 分 着 了 二 十 
7T"( 重 复 的 分 点 只 取 一 次 ), 有 
s(T) TT), 5s(7) 7"); 
ST) AST), ST) ST). 
(4) 对 任意 两 个 分 割 了 了 与 7", 恒 有 
s(T) < ST'). 
并 记 s 二 sup{s(T)),S 二 inf{5S(T)}), 称 :为 /在 [a,b6] 上 的 下 积 
分 ,S 为 了 在 La,b] 上 的 上 积 4 
(5) mbm—a) 达 ;STMOD— a). 
6， 达 布 定 理 “对 任意 有 界 国 数 /, 有 


im SCT)= 5S, dim st{T) = s. 


7. 歼 坚 可 积 的 充分 必要 条 件 

(1) 可 积 的 第 一 元 要 条 件 “年 义 在 La,0 上 的 有 界 函 数 了 可 
积 的 充 要 条 件 是 :s = S. 

(2) 可 积 的 第 二 充 要 条 件 ”定义 在 La,6] 上 的 有 界 函 数 卫 可 
积 的 充 要 条 件 是 :Ye 汪 > 0,3 某 一 分 割 了 ,使 得 


lim Potr, — 一 0. 


昨天 一 0 一 

(3) 第 二 充 要 条 件 的 另 一 形式 定义 在 Lua,6] 上 的 有 界 函 数 
/ 可 积 的 充 要 条 件 是 :3 e 汪 > 0,3 某 一 分 割 工 ,使 得 

S(T)— s(T)<&e. 

称 ww == Mi 一 mi 为 /在 人 A; 上 的 振幅 . 

8 可 积 函 数 类 

(1) 大 /为 闭 区 间 [a,6] 上 的 连续 函数 , 则 了 在 [ae,b] 上 可 积 

(2) 大 /是 闭 区 间 [4,6] 上 只 有 有 限 个 间断 点 的 有 界 函 数 , 则 
/ 在 La,b] 上 可 积 . 

(3) 在/ 是 闭 区 间 Le ,Oo 上 的 单调 函数 , 则 了 在 [e,o] 上 可 积 . 
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疑难 解析 


1， 怎样 理解 定 积分 定义 与 它 的 几何 意义 ? 

答 。 定 积分 定义 强调 了 分 割 的 任意 性 和 对 于 所 有 积分 和 
> (7) 都 满足 | >) C7) 一 了 | 过。, 使 积分 和 的 极限 比 一 般 的 极限 
要 求 更 高 ,因为 不 仅 分 割 是 任意 的 ,而 且 在 一 种 确定 分 割 下 ,$; 的 
取 法 也 是 任意 的 . 

定 积 分 只 与 被 积 图 数 和 积分 区 间 有 关 , 而 与 积分 变量 无 关 . 但 
在 同一 问题 中 ,不 可 随意 更 改 积分 变量 符号 . 

极限 记号 下 一 0 表示 分 割 越 来 越 细 的 极限 过 程 ,但 不 
能 用 nn 一 ~ 代替. 因为 n 一 > oo 不 能 保证 TI 一 0. 

当 f(x) 之 0 时 , 定 积分 的 几何 意义 是 以 y= f(x) 为 曲 边 , 直 
线 工 二 a,7T = 二 bb 和 Xx 轴 为 边 的 曲 边 梯形 面积 ; 当 J(x) 二 0, 则 定 积 
分 的 几何 意义 是 曲 边 梯形 面积 的 负 值 . 一 般 情况 下 , 定 积 分 的 几何 
意义 是 + 轴 上 方面 积 与 下 方面 积 负 值 的 代数 和 . 

2. 引入 达 布 上 和 与 达 布 下 和 有 什么 意义 ? 


答 积分 和 >)/($.)Ax; 在 函数 /和 区 间 [4,6] 确定 的 情况 
下 仍然 有 很 多 的 变化 ,因为 分 割 了 是 任意 的 ,6 的 选取 是 任意 的 . 


而 达 布 上 和 S(T) 与 达 布 下 和 s(T) 只 与 分 割 了 有关 ,与 名 的 
取 法 无 关 , 使 得 存在 


s(T) < > )Az; < S(T), 


因而 可 以 利用 迫 钱 性 ( 夹 通 准 则 ) 来 讨论 积分 和 的 极限 . 即 若 


Lin (7) 一 lim ， s(7')= 1, 


则 lim PAG )Ar = T= | fr)dx. 


HA- 


3， 有 界 西数 /(x) 在 [a,6] 上 的 上 .下 积分 与 了 在 [a,6] 上 的 
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定 积 分 存在 什么 关系 ? 
从 通 第 称 : = sup(s(L)) 和 5 一 nf 9(7) 为 了 在 La 


上 的 上 积分 与 上 积分 . 即 

一 | /odz 一 sup{s(7) } ， 

如 同 序列 的 上 .下 极限 与 序列 的 极限 间 关 系 一 样 ,我 们 有 
/在 [a,0] 上 可 积 f(adz = | f(r)dz 


用 上 、 下 积分 定义 定 积分 有 助 于 : 

(1) 问 避 对 积分 和 与 积分 和 极限 的 讨论 , 易 直 接 讨 论 分 割 了 
的 上 、 下 确 界 . 

(2) 在 证 明定 积分 性 质 和 函数 可 积 性 时 ,过 程 可 以 更 为 简捷 . 

(3) 上 、 下 积分 具有 “外 测度 ”与 “内 测度 ”的 思想 ,有 利于 与 


后 续 诛 程 ( 如 《 实 变 函 数 》) 的 衔接 . 


= | rcodzr = inf(SCT)). 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 定 积分 的 概念 
例 1 将 区 间 La,bjn 等 分 ,并 取 生 为 小 区 间 的 中 点 , 求 下 列 水 


数 A(x) 在 给 定 区 间 上 的 积分 和 之 ,75)Azri: 


(2 ) f(r) 一 rx*,[0,41. 


] 
nl 


(1) f(x)=1+7,[~— 1,4]; 
解 (1D An 一 六 ,一 一 1 十 | 


> /coar -- > 人 + [1+ [i- 1 


i=1 
_25%/ 1 ,1 
= 守 2| | 一 12 也 


(2) AT; 一 人 一 4 一] 十 三 , 则 
}} 天 Hl 
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4( 一 1)  ， 21 4 4 ， 
二 之 一) 


Se 忆 
/IAT py hn 二 ) 7 一 - 
4 加 _106 dn 一 1 
ni 3 Chr 1 3 1 
例 2 将 区 间 La,bjn 等 分 , 求 下 列 函 数 在 指定 区 则 上 达 布 下 
和 与 达 布 上 和 : 


(1) Cr) = x, 2,3)]; (2) f(r)= vr ,Lo0,1]; 


(3) f(x) = 2*,{0,10|. 


解 《1) 因为 Ax, = 宇 ,/ (zx) 在 [一 2,3] 上 严格 单调 增加 ,所 以 


m= [2+C—D2|, M,= |[-2+i2] 


J A : 51 5 
则 3 一 OAT: 一 > 一 2 十 (1 一 1) 了 
_65_ 175, 125 
4 271 dn 
好 nl 3 _ 
AN RAT 一 Sa 2 
S -一 2 MA >| 2 十 1 > | > 
_ 605 十 工人 175 十 1235 
4 211 dn” 
(2) 因为 Ar = 方 ,f(x) 在 [0,1] 上 严格 单调 增加 ,所 以 
771， 一 一 上 MM. = 和 
- Hl | 
—] | TI < 六 一 ] 
风 一 了 
则 " 1 1 11 2 nn 


(3) 因为 Axi = 字 ,/(r) 在 [0,10] 上 严格 单调 增加 ,所 以 
.二 2 


p Mv 2 晶 


FP 


No , 1 — ; iN ] ) 
则 $ 一 之 2 ~ 一 10230/[n(2 ] 


~ ten 10 yr Qn Qn 
S 一 人 2 一 10230 2°"/[n(2™" — 1)]. 
例 3 用 定 积 分 定义 计算 下 列 积分 : 
(1) | der; (2) | ,sine 
(3) | cosidi; (4) | 鱼 一 (0<< aa < 0)， 
心 
解 。” 设 将 区 间 1 等 分 ,并 取 5 为 A; 右 端 点 . 


GD) | ear 一 im aan = lim ya” + 


中 一 
加 ] & 一 1 加 | 
lim ic 一 1] (a 1) | lim 1/n na . 


A ， Fi 
《2 ) | sinrdz = lim 一 37 sin 7 ， 而 


1 和 2n 
. . .IX ， 天 十 1] ， 
Sm 十 Smn2r 十 十 sinnx 一 |sin 2 sin > /sin pk 
Rn/2 
， . 工 .TXTX .hn 二] . 工 
吉 | sinrdz = lim * | sin —sin TV/ /sin 一 
0 He 2 Ip 4 A 4 


. A 二 + 1) . XT |, XK 
sin — limsin ~———— x lim -一 /Sin 一- 
i 亡 E 4 ME 一" 二 2 dn 


mL 
四 lt 


i 1 .2 一 1] 
_ ES 
(3) | cosrd = lim = 人 cos 


一 lin 二 | sin cos 之 一 忆 一 忆 一 1 r| /sin 2 
wen 人 2 1 


， 净 ，， 21 ] . Ti. A 
= sin 一 limeos tr * lim 二 /sin 一 


2 He | HP < 天 人 7 


= sin 本 cos 5 + 2 一 sinz. 
‘dx 、 Au / 一 C 和 
(4) | 二 的 解法 租 有 不 同 . 对 [ao 等 分 ,Ar = 一 一, 令 
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| (1 -一 0 ,1]，…， 


1 一 AR 
则 和 > (ED)Ar 一 > Cr — # ) 
i 二 1 idit1 
i .| .ii 十 1 Lt pb 
po ] 1 "1 . 1 1 
Bh | zd7 一 lm 之 /DAz 


P 
例 4 证 明 : 若 六 rzr) 在 La;,5]j] 上 无 界 , 则 函数 /zcz) 在 La,2j 上 
不 可 积 . 


证 ”用 反 证 法 . 设 f(z) 在 [a,6] 上 可 积 , 则 3j TE R, 对 。 = 
1 之 0,35 之 0, 且 YT, 只 要 Tl 二 6, 就 有 


Bar 一 1| < 1 或 六 /ce)aAr|< [7 十 1 
一] 二 1 


由 于 f(x) 在 La ,上 上 无界, 则 对 某 一 分 割 了 ,jzr) 必 在 某 
Lz-iz yj 上 无 界 , 即 |f 6)| 二 AM. 则 


im ED)Az 一 lim | GE)Azi 十 > Ge)aAr]- DO 
"i=1 TT 1 一 2 


(为 简单 计 , 不 妨 设 11(&1) | 二 AM)， 
而 f(x) 可 积 时 ,积分 和 的 极限 为 常数 .推出 矛盾 . 


故 , 耕 / (x) 在 La,6bj」] 上 无 界 ,f(x) 在 [a,b] 上 一 定 不 可 积 
例 S 


设 1(7),F(r) 在 La,b] 上 连续 , 且 当 a 二 x 过 5b 时 ， 
F z) = 二 f(x). 用 定义 证 明 ;f(x) 在 La,bj 上 可 积 , 有 8 


| /onaz ~ FO)— Fa). 
证 由 题 意 , 要 证 VY 8 记 0, 成 立 


BEVAr — (FG) — Fa)) |< 
i=1 
VY 分 割 T,F(4) 一 F(a) 可 写 为 


(6) 一 Fa) 一 人 [LPGr) 一 Fx; 一 1)] ( 拉 格 朗 日 中 值 定理 ) 
i-=l z 
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= SF OAD 一 TD 一 之 1)Ari 
i=] 
风 | [AceoDar 一 CFCD 一 F(a)) | 
1 = 


一 和 [we — /07))]Ar | 


< > 1/ (&;) -一 f 7) |Azx. (2 ,7 和 [xi1 71). 
ez) 在 [a， bp] 上 连续 , 必 一 致 连续 . 故 Y 这 0,3 5 之 0, 当 久 ， 
7; € [a,bj, 有 16%| 过 6 时 ,有 1/0) 一 了 (07;)| < 三 一 一， 故 只 
要 | 下 过 0, 就 有 
S18) — /an < > 5 Arzi 一 &€. 
所 以 ， 命题 成 立 . 
二 .函数 的 可 积 性 
这 部 分 问题 理论 性 较 强 ,叙述 也 要 求 十 分 严密 ,但 讨论 的 方式 
是 可 以 多 样 的 . 应 注意 选择 适当 的 方法 ,使 问题 简洁 明了 . 一 般 证 
明 函数 /(x) 在 fa,6] 上 的 可 积 性 时 ,常用 :Vs 二 0,369>0, 使 


[ 


,只 要 | 人 | < 人 ， 就 有 >A 二 e. 这 里 ,w= 二 Mi; 一 mi( 也 可 


以 用 别 的 形式 ). 而 证 明 > war 常 从 两 个 方面 着 手 ; 


(1) 证 明 在 任 一 A 上 ,w 一 致 地 小 于 &; 
(2) 证 胃 所 有 小 区 间 认 Am 一 致 地 小 于 &. 
也 可 将 之 _w;Ax; 分 成 两 部 分 ,以 上 两 种 情形 各 占 一 部 分 (如 例 10). 


例 6 设 / 在 [a,6b] 上 连续 , 试 说 明 任 意 改变 /在 有 限 个 点 上 
的 值 不 影响 它 的 可 积 性 和 积分 | /Cr)dz 的 值 


解 设 /改变 有 限 个 点 上 的 值 后 的 函数 为 f°, 则 /5 在 [4,0 
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上 有 有 限 个 第 一 类 可 去 间断 点 ,所 以 广 在 [a,6] 上 可 积 . 又 在 一 
点 处 函数 的 积分 为 零 , 由 于 间断 点 个 数 有 限 ,从 而 积分 | /C7)dz 
的 值 不 变 . 

例 7 设 f(x) 在 La,b6] 上 单调 ,但 有 无 限 多 个 不 连续 点 ,J 是 
否 可 积 ? 

解 可 能 可 积 . 例如 
人 全 rE (1/2,1/2" )， 关 和 N， 


， 大 一介 


/Cr) 一 
在 L10,1j 上 严格 递增 且 有 界 , 是 可 积 的 .但 在 L0,1] 上 有 无 限 个 不 
连续 点 :11/2 7 一 下,2，…. 
也 在 [0,1] 上 可 积 ， 
但 有 无 穷 多 个 不 连续 点 : 上 7 一 1,2,… 
例 8 若 欧 数 /(y) 与 y 二 P(x) 都 可 积 , 它 们 的 复合 孙 数 
/Lp(x)j 是 否 可 积 ? 
解 不 一 定 可 积 .例如 郴 数 
0， ' 一 0， 
f(y) = 一 | 2 


1， > 天 0 
在 L0,1j 上 可 积 . 歼 曼 函数 
0 ， 是 无 理 数 ， 


又 如 .Az) 一 | 


y=97) = 7 m1 写 4 是 互 质 整数 
j/n, v 一 一 ， 
在 L0,]j 上 也 可 积 , 但 它们 的 复合 函数 
0， 是 无 理 数 ， 
/Lp(x)] = / 
1， x 是 有 理 数 


在 10,1] 上 都 不 可 积 . 
例 9 讨论 在 区 间 Lo,1j 上 的 狄 利 克 雷 (Dirichlet) 函数 
。347 。 


Per = 1]， x 为 有 理 数 ， 
0，x 为 无 理 数 
的 可 积 性 . 
解 。” 由 无 理 数 与 有 理 数 在 实数 域 上 的 稠密 性 知 , 不 论 用 何 种 
分 割 工 ,在 A; 中 总 是 既 有 有 有理数 叉 有 无 理 数 . 因此 , 当 所 有 & 均 为 
无 理 数 时 ,有 


lim DSIAr = lim 0、、 DeJAr = 0, 
in, > ITh=0 全 


而 当 所 有 均 为 有 理 数 时 ,有 


lim SD )AX. = lim 1 之 /D(6)Az， -一 ]， 
/=】 


0 
由 于 两 个 极 限 分 别 存在 但 不 相等 , 故 狄 利 死 雷 函数 不 可 积 . 
例 10 证 明 : 黎 曼 图 数 
RC) = 1]/49， XX 二 pp/9 为 既 约 分 数 ， 
0， Xx 为 0,1 及 无 理 数 


在 [0,1] 上 可 积 
证 “用 第 二 充 要 条 件 证 . Ye > 0, 取 充分 大 的 4 ,使 一 二 


则 在 [0,1j 内 使 RGz) = 
1 < | 


本 > 的 点 只 有 有 限 个 , 设 为 0 委 广 去 
对 [0,1j 作 分 割 工 ,使 细 度 站 三 | < 0 

类 ,其 中 人 ) 为 含有 (7 中 点 的 小 区 间 , (Ax) 为 不 含 人 fr;) 中 点 的 小 

区 间 , 则 在 A; (至 多 过 2k 个 ) 上 f(x) 的 wi 和 


3 l 
2 < wr 么 D ， 


Ar -一 2 A.T, 十 2 ‘AT < E. 


故 /C7x) 在 [10,1] 上 黎 曼 可 积 , | /cddr = 0 

例 11 证 明 : 若 /7) a bj 上 和 获 曼 可 积 , 则 (Cx) 在 La ,0 
上 有 无 穷 多 个 连续 点 . 

证 ”由 f(z) 在 Lua,0j 上 和 歼 曼 可 积 , 则 VY [a,B8CC[a,6j,f (x) 
在 La,pPj 上 也 黎 受 可 积 . 于 是 Ye 之 0, 习 [as01)] (- Lu OA adi 
<< ,使 /Cr) 在 [wb] 上 的 振幅 w 之 e( 否 则 ,可 推出 /(x) 在 
六 一 

22 

使 f(x) 在 [as, 如 ] 上 的 振幅 w; < 二. 如 此 等 等 ,可 得 一 闭 区 间 列 
(Le ,构成 一 个 闭 区 间 套 . 于 是 ,由 闭 区 间 套 定理 知 , 有 6; € 
[a ,Db ] (1 = 1]1,2,"* ) ,5; 是 [a ,pj] 内 点 ,所 以 f(x) 在 芋 ; 连续 ,从 而 
787) 有 无 穷 多 个 连续 点 . 即 在 (a,6) 内 任何 子 区 间 上 ,都 有 Cr) 
的 连续 点 . 

例 12 证明 :车 /Cx) 在 [oO 上 黎 曼 可 积 , 且 | /(z)dz > 0， 
则 3 了 区 间 [a,8jC [a,5j, 在 La,8] 上 f(x) 守 0. 

证 ”用 反 证 法 . 硅 对 任何 La,8] CC Le, 都 有 < 和 E [ae,8], 使 
/5) 委 0, 则 对 [Lab 的 任 一 分 割 人 ,在 每 个 A 上 都 可 找到 ,使 
/5 委 0, 从 而 


(xz)dzr = lim > Ar 挟 0, 
| 和 ,ear 


[4,0] 上 不 可 积 ). 而 VY 本 [ep C [ao 一 as < 


这 与 | /x)dx > 盖 0 玫 盾 . 


例 13 证明; 车 /(x) 在 [a,b] 上 歼 曼 可 积 , 则 | 疡 Cz)dz = 
0< 全 对 (7) 在 La,b5] 上 的 一 切 连续 点 ,有 /(x) 一 0. 
证 ”必要 性 ”用 反 证 法 . 设 / (x) 在 某 点 x 连续 ,有 日/ (zx,) 关 
0, 则 存在 6 汪 0, 有 Ex 一 5, 十 Cfa,bj( 若 2 为 交点 ,可 考虑 
* 49。 


左 或 右 邻 域 ) ,使 当 |z 一 zl <8 时 ,有 1/z)|> 子 |/Czro)1. 于 是 


; ,+o | 
[Foydr>| fdr > of >0. 


从 而 与 题 设 逆 盾 
充分 性 因为 Arz) 在 Le, 上 可 积 , 则 由 人 鲍 11 知 , 在 (ay;0) 
内 任 一 周子 区 间 上 ,都 有 jz) 的 连续 点 . 对 [a,b] 上 的 任 一 分 割 


了 , 均 可 选 到 和 € Aj, 使 1(5,) = 0. 于 是 >>)f()Ax, = 0, 即 


| fondr = im 2 fan, = 0. 
同样 可 得 ,各 / (x) 在 La,/] 上 黎 曼 可 积 , 且 f(r) 之 0, 则 
| 产 copdz 二 0=>J(7) 三 0，xE€E[a,b|] (zx 为 连续 点 ). 


例 14 证 明 : 有 界 函数 f(x) 在 [a,6] 上 可 积 的 充 要 条 件 ( 可 
积 的 第 三 充 要 条 件 ) 是 :Ye>0 与 7 盖 0, 686>0:YT, 当 | 人 | 
二 9 时 ,振幅 w 之 ?的 小 区 间 人 Ai 的 总 长 >)Azr 之。 


证 ”必要 性 在 .Ar) 在 上 和 网 之 0 和 7>0， 


J>0,YT, 当 TI <s 时 ,、 SwiAx; 之 E67. 设 w' 宇 7, 则 有 


pe 


7 > Arr < 2 Ar; < > Ar < EE7. 


所 以 之 /Ar < E. 
充分 性 ”以 w 记 /在 La,2] 上 的 振幅 . 
当 ww 之 7 时 ,表示 = wi 对 应 小 区 间 的 长 度 是 Arr， 
当 w 过 7 时 ,表示 w= wi, 对 应 小 区 间 的 长 是 Ax， 
则 Vse>>0 与 了 > 盖 0( 令 7 委 昌 ,>0VYVT, 当 半 人 | < 时 ,有 
ww 宇 7，> ,Axi < es 有 
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时 

有 | » 

> A -一 2 ed AZ 十 2 OUT 
i=1 


< 一 oo AT 十 9 之 ww AT. 
< os 十 7 一 0 过 (@ 十 0 一 4)E. 
所 以 ,了 (7) 在 Le ,人 上 可 积 . 
例 15 设 f(x) 在 [A,B] 上 连续 ,p(x) 在 La,b] 上 可 积 , 且 当 
zeE [a,bj 时 ,A 声 y(x) 二 B, 证 明 : 复 合 函 数 /[ypCkx)j] 可 积 
证 ”因为 1(z) 在 LA,Bj] 上 连续 , 则 由 康 托 尔 定理 知 /(x) 在 
[a ,0 内 一 致 连续 . 即 Y s> 盖 0,3 6 守 0, 对 [4A,B] 内 任意 两 点 x 和 
T 只 要 |x 一 TT | 过 9, 必 有 |f(7x) 一 f(r”)| 二 &. 
又 gr) 在 La,bj] 上 可 积 , 则 对 任 一 分 割 工 ,只 要 上 上 过 737, 就 
有 > w (PAr; < 0e. 


把 之 ,w(9Azr; 分 为 两 部 分 . 一 部 分 为 w(9) 宇 6 的 各 项 组 成 
的 , 记 作 2 %(PAT,; 另 一 部 分 为 wi(9) < 的 各 项 组 成 的 , 记 作 
2 (9)Ax. 显然 ， 0 2 Arx, 过 2 wDAr, < jo PD AT < 
pc, 放 5) AT < &. 


由 于 (x) 在 [a, 扫 上 连续 ,所 以 ACz) 有 界 , 即 1/0)| 之 M 
故 当 wi (9P) 之 9 时 ;WiCf (9)) < 2 人 7 ; 当 wi (9) < 0 HT , WiC CCP) ) < €. 
于 是 


So PA = DY of PA t+ Dolf (PA, 
= 2M > ,Ax; 十 e > Ar 


<< 2Met+e(b— au) = (2M hb a)e, 


6 
例 16 设 /(x) 在 [a,0] 上 连续 , 且 | /rr dr=0 (= 0, 
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1 7 一 1), 证 明 :f (x) 三 0 或 在 (4,6) 内 至 少 关 次 改变 符号 . 

证 车/(x) 二 0, 则 | /(z)z"d = 0 是 显然 的 . 著 /(x) 三 0， 
用 反 证 法 证 明 :f/(7) 在 (4a,0) 内 至 少 次 变 号 . 
太 (Te}(l 上 El 1) ,使 f (7X) 在 每 个 区 间 (a 1) (TI1yT) ，…， 
(Thal TE), (Tap) 内 不 恒 为 零 且 个 变 号 ,但 在 相 邻 两 区 间 上 不 辐 
与 ,从 而 

fTIT— Tr TT Co 1) 

在 (a,b) 内 符号 一 致 .从 而 ,由 题 设 知 


b . 
| /co — XT) (XT TT rdr = 0., 


根据 保 号 性 定理 ,f(r)Cr 一 T(z 一 ZX) (TIT 一 工 ) 二 0, 芭 了 (x) 
例 17 奎 f(x) 在 [a,6] 上 可 积 ,县 /(x) 之 0, 证 明 ， 


| /cmdz > 0., 
证 ”用 反 证 法 .因为 /(x) 之 0, 著 | /Cx)dx 之 0 不 成 立 , 则 必 
有 | f(x)dr = 0, 现 在 来 推出 矛盾 


取 & 二 地 (i 一 1,2,…,n). 再 取 一 分 割 工 ,使 对 任何 系 E A 


都 有 0 过 > ,caAr<a( 一 a, 则 有 不 等 式 0<S(GT) 过 8 
一 “) 成 立 . 从 而 知 ,至 少 有 一 个 M; = sup|A(z)| 过 a( 不 妨 设 为 


Mi) (否则 一 切 Mi; 放 &, 则 > MiAx; 之 6(6b 一 a), 推 出 子 盾 ). 于 是 
在 Aeo 上 ,有 /rzr) 委 6 

髓 在 A 上 取 区 间 [a) ,|( 使 b; 一 a 之 &), 则 在 La， 01] 上 , 恒 
有 0< /rzr) 委 si. 由 


而 | | 均 不 小 于 零 , 知 | 7Cr)dz > 0 


再 对 [el ,oj 重复 以 上 论证 ,可 以 得 到 区 间 [Les 六 CC [a,b1j 
C [oO 一心 乓 6): 且 在 los 加 上, 恒 有 0< /xz) 委 和 
不 断 重复 以 上 论证 ,就 可 得 到 一 个 闭 区 间 套 {La,6,j) ,满足 


[a ,pb | _ [ a, ,0, | —) i _ [ay PP ,2， 一 < 上 ， -一 14 
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0 < / (7) 二 上 (Xx €C [a ,0b, ]). 
由 闭 区 间 套 定理 , 必 和 存在 惟一 的 ELa4,6] 上 1 二 1,2,…')( 即 EE 


[4,5]) ,使 得 /($) 之 6 二 二 (= 1,2,…). 故 /($) 过 0, 与 原 候 


设 / (7) 0 逆 盾 . 
所 以 ,各 /Cz) 在 La,5j] 上 可 积 , 且 / (x) 盖 0, 必 有 


| 7codz > 0. 


此 命题 的 逆 命 题 不 成 立 , 但 例 12 所 述 命题 成 立 . 
例 18 设 /z) 在 [ae, 疏 上 可 积 , 证 明 :e ”在 [a, 站 上 可 积 
证 ”对 [a,65bj] 作 分 割 工 ,在 人 A; 内 取 两 点 x' 和 xz". 由 微分 中 值 
定理 ,有 z 
|e eM 一 e jc 一 fr") |, 
在 六 之 间 . 因 为 可 积 函 数 必 有 界 , 故 设 | /xz)| 二 M, 则 
ee) | = ce "|f(x') 一 f(r')|. 
以 wi 与 分别 记 /Cr) 和 e ”为 在 A 上 的 振幅 , 则 对 和 内 任意 忆 
和 工 , 对 上 述 不 等 式 取 上 确 界 , 得 
w! Celw (t=0,1, nC— 1). 


le 


由 此 可 知 
HH—-1 mn-—1 
| qq 
> w; AX; 挟 CE” >》 (Ji 和 Ti 
== ] := 


Hn—] 


由 可 积 的 第 二 充 要 条 件 知 ， Lin ,2 AT 一 二 0. 因此 


171--o 大 


:+ } nl 
| 、. ! . A ] ~、 .二 
0 二 im 2 ciAz; 所 ee hm 2 1 AX, 一 0， 


一 1 


BT lim Su Ar 一 0， 7 在 |c ,| 上 可 积 . 


1 7 一 5 人 


第 二 证 ” 定 积 分 的 性 质 


主要 内 容 


定 积分 有 如 下 性 质 : 
1. 若 /在 La， bj 上 可 积 , 则 kf 在 La， bp] 上 可 只 ,县 


| kf(r)dxr 一 | f(r)dx. 
2. 若 f,g 在 [a,5] 上 可 积 , 则 /十 g 在 La,6j] 上 也 可 积 ,县 
| Ff) 4 gr) jdr = | f Cr)dr + | ecodz 
3. 若 /8g 在 La,bj] 上 可 积 , 则 Jg 在 La,b5」] 上 也 可 积 . 一 般 地 ， 
| fr)g (Cr)dr | Aerodz . | gn)dr 


4. 有 界 晤 数 在 [a,cj,Lc,b」 上 都 可 积 的 充 要 条 件 是 :f 在 
| a ， bj] 上 可 积 , 并 有 


| f(r)dxr = | /fonar 十 | Acodr 
此 性 质 称 为 定 积分 的 区 间 可 加 性 , 且 有 
/crar=0, [fedr=— | /ondr. 


5， 设 /与 g 均 在 [a;b6j] 上 可 积 , 且 对 x € [4u,06], 有 f(x) 过 
g(r), 则 
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| Feedzs | sczdr ( 保 序 性 ) 
6. 若 f 在 La,6j」] 上 可 积 , 则 | 了 | 在 La,b5] 上 也 可 积 , 且 
| fc)dz) <| Men Idx. (绝对 可 积 性 ) 


7. 《积分 第 一 中 值 定理 ) 车/ 在 La,b] 上 连续 , 则 在 La,5j] 上 


ph 
| fear = f/f(§) (6 — a). 


8. (推广 的 积分 第 一 中 值 定理 ) 若 f 与 g 在 闭 区 间 [a,6] 上 
连续 , 且 g(x) 在 La,6] 上 不 变 号 , 则 在 La,bj」] 上 至 少 存在 一 点 ,使 
得 

| for)g Cr)dz 一 /8)| gCz)dz 


9. 〈 积 分 第 二 中 值 定 理 ) 若 在 区 间 [Lae,o 上 /为 非 负 的 单调 
减少 函数 ,而 g 是 可 积 函 数 , 则 至 少 存在 一 点 &E [a;,6bj, 使 得 


6 € 
| f(x)p(r)dr = /a)| g(r)drz. 


推论 1 寿 在 La,56] 上 了 为 非 负 的 单调 增加 函数 ,g 为 可 积 函 
数 , 则 至 少 存 在 一 点 3 € [a ,bj, 使 得 


t pb 
| fr)g(r)dzr = /6) | scCz)dz 


推论 2 ” 若 在 La,b6] 上 为 单调 函数 ,g 为 可 积 函数 , 则 至 少 存 
在 一 点 CE [a ,| ,使 得 


| f(r) gr)dz 一 f(a)| gz)dz 十 1)| gcz)dz 
定理 与 两 个 推论 统称 为 积分 第 二 中 值 定 理 . 


疑难 解析 


1. 为 什么 要 规定 
| Aczdz 一 0 和 | fez)dz 一 _- | fordr? 
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答 。 定 积分 定义 强调 了 函数 /(xr) 定义 在 区 间 [e ,oO 上 ,而 4a 
只 是 一 点 ,为 了 运算 方便 与 一 至 性 ,规定 | /(z)dz = 0. 又 定义 中 
要 求 5 之 4, 所 以 | 无 实际 意义 ,也 是 运算 上 的 要 求 和 统一 , 令 Ax 


为 负 值 ,规定 | /Cr)dr 一 一 | codz 这 样 对 积分 上 限 和 积分 下 


0 不 再 有 要 求 , 从 而 给 计算 和 论证 带 来 极 大 的 便利 . 
积分 中 值 的 意义 是 付 人 么 ? 
和 积分 中 值 也 叫 积 分 均值 ,是 有 限 个 数 的 算术 平均 值 概 念 
对 连续 男 数 的 推广 . 
若 函 数 了 在 Le;O] 上 连续 , 亲 对 分 割 了 进行 于 等 分 时 ,Ar = 


一, 取 台 为 A 的 右 端点 zx,, 则 对 应 的 个 函数 值 /C$,) 的 算术 平 
均值 . 
_ "ne .0—a 
一 工 > y = $3) = 一 Sf CE,) nn 


:二 1 a 


一 pa ar 
当 ) 一 ~ co 时 ,yy 的 极限 值 定义 为 了 在 La,6j] 上 的 平均 值 y, 即 
> 一 lim y, = 一 D/A 


= 一 a 


通常 称 二 一 二 | foddr(= AD) 为 函数 在 [a,6] 上 的 积 
中 值 , 连 4 续 丁 煌 二 二 /(x) 在 区 间 [a,6] 上 的 平均 值 就 等 于 该 函数 
在 [a,b] 上 的 积分 中 值 . 

3. 试 说 明 积分 第 二 中 值 定理 的 几何 意义 . 

答 。” 当 f(x) 之 0,g(x) 守 0 时 ,第 二 中 值 定理 等 式 左边 
| eaxcmdz 表示 一 个 空间 曲 顶 柱 体 的 体积 ( 见 图 6. 1). 该 曲 顶 
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柱 体 的 底 是 roy 平面 的 昌 边 樟 形 :0 科 》 
之 g(7),a 苹 7 会 0b. 曲 顶 是 空间 柱 面 z 一 
/(7) ,被 积 范 数 A(7) = 二 g(r)J (7r) 恰 为 
正 交 于 z 轴 的 长 方形 截面 的 面积 . 而 等 
式 右 边 也 可 以 认为 是 一 个 柱 体 的 体积 ， 
其 底面 是 xoy 平面 上 的 曲 边 梯形 :0 夺 y 
芝 g8(X),d 太 TT 三 $$, 其 高 为 f(a). 这 时 等 
式 表 示 存 在 某 一 5 E [a,6bj, 使 得 上 述 两 
个 柱 体 的 体积 相等 . 0. 1 


万 法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 .利用 定 积分 求 极 限 
利用 定 积 分 求 极限 , 一 般 要 将 极限 式 化 为 积分 和 式 
> ,16)Ar ,从 中 确定 被 积 函数 /Cz) ,而 由 > \Ar; 确定 积分 区 
间 , 从 而 得 到 定 积分 | /Cz)dx. 计算 定 积分 即 得 极限 值 
例 1 ”利用 定 积分 求 下 列 极限 : 


ml ti 1 上 | ， 
(1) lim | ; 1 ist 一 | 


] ] ] 
om 
ov VET /| 

f P or 六 
(3) lim 一 (p > 0), 
(4) lim 3 VIF In 十 V1 二 +2/n 二 十 V1 十 n/nj; 
人 


jtan 和 十 … 二 {tan |) 
dn 471 ‘nn 
sina sin(a 6o/n) 十 … 十 Sinlc 二 一 /nn oj 


-i 


(7) lim ll V2 V3 十 Vn “i, 


Nay 天 


并 


tan 


i ] 
(5) jna 一 
ns- #1 


(6) lim 


“。 3957。 


(8) lim 4[ VE TI + /TE + 二 VOD] 


1 
解 (1) 原 式 一 3 
加 了 
和 类 CE) 本 ] 一 i/n 和 Ai 的 hn 人 
， ! dz 1 
所 以 原 式 一 | TS 一 inll+zl| = In2. 
0 


1 
(2) 原 式 = tt  . 一 ， 
> VT 十 (CD 7 


类 /GD 一 用 人" 一 廊 ， 
所 以 原 式 -| A - 
(3) 原 式 = lim 元 [| 二 十 in 十 | 


一 im>) [二] 十 


知 je [2 Az 二 二 ， 
所 天 
| 1 
上 上 河 、 -| “qz = A++ 一 
J 原 式 ,TZ) dz pn 1 ， 方 十 村 : 


(4) 原 式 = lim > ， Vv1 十 7/a。 一 = | vv xdr 
"se 1 0 


» 1 
3 一 地 (2 v2 一 1). 
| | 。 
(5) 原 式 = 1 t .二 jin 芋 I 
3 原 式 lim > nr 7 n lim Tn tan dn dn 
| KK 
一 二 | tanrdr 一 一 二 ln [cosxz | | 
区 0 不 0 
一 全 ln A 2 = <In2. 


HH 


. a ， pb ] 
(6) A]™ = | 一 人 人 
原 式 im Dsin | 十 一 


"358。 


1 1 
一 | sin(a 二 bx)dx = 一 zcos(a 十 b7) | 
0 


z [eosa + b) 一 cosa |. 


Pi 
pie 


| 


0 


. ， 均 1] 0 2 .32| 
《7 ) 原 式 一 lm 之 ， /Tie=| Vrdro 5sr 一 
霸 1 
(8) 原 式 二 lim > ， V1]1 一 (rp) 。 一 一 | 1 — x:dzx 
HY jo 


二 1 之 i 区 
= | 了 V1 一 ?十 >arcsinz | | I 
例 2 利用 定 积 分 求 下 列 极限 . 
(1) lim 二 Y (nn 二 DDT 2 二 1); 


G2) tim 十/ 二)7[ 生 ]…/| 和 | ,其 中 Ac 在 [0,1] 上 兴 
续 , 且 / (zx) > 0; 
(3) lim| ] 十 元 | | 1 十 和 | | 十 | | 


. fsinCr/n)® sin(2rx/n) 呈 sinxX 
(4) lim| nn 十 1 n 二 1/2 下 二 | 
解 “由 于 题 (1). 题 (2)、 题 (3) 的 通 项 是 积 的 形式 ,要 先 取 对 


数 , 化 积 为 和 , 册 利 用 定 积 分 求 出 极限 . 
(GD 令 w= 二 YI 于 条 二 机 二 罗干 富 二 页 干 万 , 则 


lIna, = ln 一 十 二 [ln 十 1) 十 jn 十 2) 十 … 十 ln 十 27) 
== [ln 二 1) 十 一 十 lnG 二 1n) 一 nlnn] 


- = {[ln 十 1) 一 lnn] + [nn + 2) — lnn] 
十 … 十 [inGi 十 1) 一 lnnj} 


= Sn + — low] = Pl 了 


故 limlna, = nd 十 XX)d7 


He 


[Txln(l 二) 一 x 十 ln(l 十) 
一 2l1n2 一 1 一 jn 一 ， 

所 以 lima, 一 ee 一 全 

(2) 令 = YF S/S Cn) 则 

Hh /jj 


> nj/ 二 | 区， 


| 


二- j 

1 
故 limlna, = | Inf (x)dzx, 

Heo \ 0 

{inferdz 

所 以 lima, eC 
1 2 2 1 li/n 
(3) 令 必 一 ||1 十 京 i i , 则 


Ina, = ml 1 十 二 | 十 ln 


2 2 
> ] 十 二 | ' 本 ， 


1 十 到 | 十 … “十 In 


1 十: 与 | | 


| 


1 
故 limlna, 一 | In(C]l -二 X dr = 7 十 In2— 2 
天 0 
| Hn 1 十 六 }d.r In? 二 x/4~— 2 X47 
所 以 lima, = 区 一 所 一 oe 
人 入 sin sin(2r[z) | | _ sinx 
De ) 十 1] 下 nn 二 1/2 下 TI 


i 十 sinx| < a 


1 
Hi 


sin 一 十 sin 所 ~ 十 … 十 sinx . 
}1 Hi z 
1 不 : ?7 , | -一 - ， 7 开 ] 
向 | sin sin 二 sin = 、 证 “ 
大 11 
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二 sin 工 十 sin 红 十 +sinr| 一 > 全 | 
1 一 
Se im 1 sn， x 1 1 
有 之 si lim 之 /sin nn ; 十 | 
] 
一 | sinnxdrx = 2 ， 
at 
所 以 ,由 夹 逼 准则 得 
.Fsin(x/n) sin(2nx/n) Sin 区 加 
lim| | 十 nn 二 1/2 下 +t |= 
例 3 用 定 积分 求 下 列 极限 : 
tir t 
(1) lim 22 nl + n+ 1/ (2) iim — a! 
1 了 
(3) i 2 2 十 cos (Ran)i 


(4) lim 六 22 VRH 十 有 )O 十 & 十 1 Cr > 0). 


Hiro + 
f 二 


解 ” (1) 因为 


中 十 ~ 六 7 下 17i ~ 2 


Bp 


f 7 ‘in < 一 十 eA 
1 二 1 7 全 ni fi ~ 7 元 之 2 ， 


* iin 
而 lim 7 二 1 n 2。 


1 
= lim 站 二 2 = | 24z= [2 让 | 


nco 机 


故 lim ~ En 】 
lim 之 ,2 i 十 1/i 


(2) 因 为 Yn In /nT Am [nn /rn ) /an 
nn 


一 二 
| 
> 王 心 一 


[lndl/n) +lnc2/n) + ‘十 nonin) /in 
C 
Es 


“36]。 


3 | 


Y 2211 lim flnCl/n) + nc2/) + ln/n) /an 
二 和 车 一生 cc 
所 以 ”lim 一 6 

Ho 


.fl 
feed im | nzd 
= 一 避 一 


lim [zlnz~ x]! 


二 二 Cu -1 


以 下 两 题 要 用 弃 掉 高 阶 无 穷 小 的 方法 来 做 . 


(3) 因为 sin 一 = 一 (1 二 a) dime, = 0), 所 以 


x 1 2 1 
limsin 六 去 之 2 TF coermy Lm) > 2 十 cos kn/n) 
也 


lim 2 FF cos “lm + 0) 


fi dz 2 NX 
一 | 2 Coz 一 earetan| tan 3 |/ V3 | 


(4) 因为 二 本 ~ 


并 


lim -3 


> Vv (nz k&)(tnzxz 十 十 1) 


1 
= lim Es 4 十 评 |] 
= | (rz 二 Dd 一 zx 十 二 (Xx > 0). 
例 4 利用 定 积 分 定义 求 下 列 极限 : 
. [1 十 3 十 … 十 (22 十 1) i 
(1) lim | 28 十 4 十 . 十 (272)2 ]*+1 (a,p 尖 1); 
n— 1 | | 
(2) lim (a'” 一 1) > psinb (a > 1)., 
He 一 日 


解 《1) 将 分 子 、 分 母 化 为 两 个 定 积分 来 处 理 . 
[1 十 3 十 和 … 十 (2n 十 1) 下 + 
[2 十 4 十 … 十 (2 条 


| 


[人 EDA 2 十 [2 二 DA 2 


= 2 一 一 一 人 一 一 一 一 一 ， 
一- 四 al 
人 250 。 277 | 
:= | 


i 2 ~ 二】 
| [ar (8 + 1 
PF 原 式 一 A 一 ri 
J Cat 1) 
\J1 
(2) 因为 原 式 = im 5) [int 和 让) [6 7 可 看 作 函 数 


sinx 在 [1,0] 上 按 分 割 1 pb 二 … 过 WW 二 6 所 作 的 积 
和 ,小 区 间 长 Ax; = ”一 67,0 才 4= maxAri bb 一 1) 一 
0 .有 一 多 是 小 区 闻 [2” ,和 人 两 端点 的 比例 中 项 . 所 以 
原 式 一 | sinzdz 一 COS] 一 COSZ. 
二 、 定 积分 的 估 值 与 比较 
简单 的 定 积 分 估 值 可 以 直接 由 不 等 式 
mn(p— 4a) | /onar < Af(O a) 

得 出 ,而 较 精 密 的 估 值 可 用 推广 的 积分 中 值 定理 和 第 二 积分 中 值 
定理 来 估计 . 

例 5 估计 下 列 各 积分 的 值 : 

V3 2 ,» 
(1) | arctanrd; (2 ) | e “dx. 
i! v3 0 


解 可 先 求 1(x) 在 积分 区 间 上 的 最 大 从 与 最 小 值 ,再 考虑 
区 间 长 度 , 即 得 . 
(1) 因为 


f(r) = arctanx 十 一 一 一 二 二 ;>0, rE€E[l/v3,v3], 


所 以 f(x) 严格 单调 增加 ,最 小 值 坟 二 /QI/ v3)=7#/(6 v 3)， 
最 大 值 M = /(YV 3)==wx/:v 3 .因此 
* 303»* 


一 3 l <| 人 d 

一 一 一 arctanZzd 并 
6 3 A 3 和 1/ v3 
7 ] 
< 一 V3 一 -一 一 | ， 
Te 3 FF 3 
V3 
妈 一 返 | xarctanzxdz < 2 
9 1/ v3 3 


(2) 因为 (x) 二 e “(2x 一 ,有 惟一 驻 点 + 一方, 当 xE 
0， : 六 | 时 ， f(x) <0,rE | ,2 | 时 ， r(x) 之 0, 故 有 最 小 值 


川 到 | 一 。 ,而 由 f(x) 在 [0, 志 | 与 | 地,2 | 上 的 单调 性 ,比较 
(0) 与 1(2), 得 最 大 值 M = /(2) 一 e .所 以 
pe < |e dz < 2e2. 


例 6 利用 第 一 积分 中 值 定理 估计 下 列 定 积分 : 
2x dz 1 x 
(1) | TOSCJ77 (2 ) | 7 


] ] 
解 。 (1) 因为 了 二 了 75 < TF Cosz)73 T1720 


2 


] 
TT 
2 2r qd 一 
则 3 2r< | TF Cosz)/2 2 2 
印 | Es = 0) I90| 过 1 
o。 1 十 (cosz)/2 3 
(2) 因为 -于 过 一 二 一 区 m (0 之 +z 之 1), 所 以 
V5 Viz 
| xdz < l 和 | ?qd 六 
Vode ~ Jo viz 
9 
即 1 | < dr<l 


例 7 利用 第 二 积分 中 值 定 理 信 计 下 列 定 积 分 : 
* 364，。 


20D8 ci 0 
(1) | > 全 d7， (2 ) | sinrdz (0 过 a < 2)， 


1007 人 
解 ”(1) 设 f(x) = sinrygCr) = 二 ,f(r) 与 g(x) 都 在 


T1007,200x] 上 有 界 且 可 积 ,g(zr) 为 单调 减少 函数 且 非 负 , 则 依 第 
二 积分 中 值 定理 ,有 


2 1 $, 
《 一 上 8 (100m | sinzdz 一 Tz| sinzdz 
又 0 过 | sinxdx << 2， 
100r 
2ZDDTK sl x 加 90 0 
多 | 国 XT dz = l00x 100x (0<0 < 1). 
(2) 令 /(z) 二 xsinx?,g (7X7) 二 二 , 则 f(x) 与 g(x) 都 在 


[a,0] 上 可 积 , 县 g(x) 在 La ,0 内 严格 单调 减少 , 故 依 第 二 积分 中 
值 定理 ,有 


1 一 | 1 rsinz:dx 一 g(a)| 
bp A 


] . 。，， 
—sinr dr’ 


2 


é 
i 


] l 2 ° ] : 本 六 
一 = -一 下 一 《一 COS.X ) — — (COSa — COSE”) 
(7 2 了 py! 
] . Ee: 十 a*. Eo— a 0 
一 一 Sin sin 一 一 /| 委 1). 
a 2 2 a A 


例 8 比较 下 列 定 积分 值 的 大 小 : 


1 了 1 
(1) | 1 十 dr 和 | lndl 十 .rT)dxr; 


X —r 2 rr 
(2) | ec cos‘rdr 和 | e cos’rdx. 
全 1) 


解 (1) 作 辅 助 函数 g(x) = [一 mdl 二 zzreE[ro,1]， 


则 


1 ] 四 T 
(1 十》 1] 二 +x (1 十 zy7s < 0， 


即 /x) 在 积分 区 间 上 严格 单调 减少 ,所 以 


f(r) = 


i 
7 二 二 一 ln(1 十 工 ) 所 0， I 二 这 信 In(l 十). 


1 1 
由 定 积分 性 质 , 有 | dr < | na 4x)dx. 


若 | 1 二 一 dx = | na 十 x)dz, 则 在 [0,1] 上 恒 有 了 二 一 一 
In(] 十 7), 但 这 是 不 可 能 的 , 故 必 有 


| dz < | na 十 xydz 


《2 ) 对 积分 | 。 “coszdzx 作 代 换 工 一 区 十 zx, 则 


2 _ 7 28f 一 (zx 十 中) 
e “cos:rdz = e cos* (x + wdu 
无 


0 


ZK xt) 2R nt 


Cc cos“udu 一 | e COS“< 大 d 工 . 
Lh 


一 Kxr 十 1 


| 
当 0 雪 z 雪 xx 时,e” <e , 故 
| e cos’zdz > | ecosrzdz. 
例 9 确定 下 列 定 积 分 的 符 导 、 
(1) | sinxdr; (2) | 2 “dr; (3) | ezdz 


解 ”将 积分 变形 后 ,讨论 积分 区 间 内 被 积 函数 的 符号 ,确定 
定 积分 的 符号 . 


2 nt 2 
(1) | xstin.rdz 一 | ZSsinrdz 十 | xsinrdx (x =t+ x) 
0 0 x 


一 - | zsinzdz 一 | 十 x)sintdt 
0 0 


一 | 一 工 一 T)sinzdy 一 一 «| sinzdz， 
0 0 
因为 在 [0,xj] 上 ,sinz 守 0, 所 以 


了 其 
| Tsinrdrx < 过 0. 
心 


C) | a | rar + | xdr (Cr = ++) 
: 性 天 
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r sinNn.r "aint ~ sin.r 
sg eg -aaadr 
| x dn | T(r A) 
和 积分 第 一 中 值 定理 知 


2* SINn7 ni 
| Slnzdyr 一 工 > 0, 0 一 < 
) A sS(S 十 工 ) 
2 门 。 2 x 
(3) | 7’9*dr = | 7 :eC dx 十 | Tic dr (r=—1) 
—2 一 了 0 


0 加 2 i > z —7 
一 | tie di 十 | Tie dr = | Ti(e 一 G )dxz. 
2 


0D 0 
< : —é 
同上 题 ,有 | Tdr= 2 一 ee )>0. 
例 10 设 x 之 0, 证 明 ; 存 在 0 二 0 过 1, 使 
| ed 一 re”， 日 lm 0 = 1. 
Q 


证 ”由 积分 中 值 定理 知 ,存在 0 二 9 过 1, 使 | ed res 又 
由 定 积分 计算 得 | ed _ 1, 故 有 


Te 二 € 0= ln: 一 工 ， 
, 才 
L 1] 和 
lim 0= lnm lln* 1 | lim 一 E 。 
re 十 cc 了 一 十 ca m+~e 一 ] 7 
一 lim = 工 | 二 ] . 
fi GC 一 1 | 


例 11 S| fa _ 1/(0x), 求 0. 设 
(1) f/f0)=rO > 1); (2) f 0) = lni. 


此 ] 十 1 
解 (1) 因为 | rdt = 二 Jz", 所 以 


7 二 1 = OO 一 YL 十 1) 


(2) 因为 | lnzd 二 zdnx 一 1), 所 以 
(lnc oo 1) = xln0r=>0 = —. 
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三 . 求 定 积 分 的 极限 
例 12 证 明 下 列 极 限 : 


. 1 7" .f+te sinr 
(1) in | 一 -一 -dz 一 0:; (2 ) im | dr = 0. 
nr 1l 十 + .十 


有- -可 二 


1 


证 《1) 由 积分 第 一 中 值 定 理 , $5, € (0,1) ,使 


o< | dx “dr 二 0 
人 17 1 二 jj” “二 ] 


所 以 lim | | 二 dz 二 0 (6, 与 n 有 关 ). 


开 一 oo OD 区 


(2) 由 积分 第 一 中 值 定理 ,3 6 € (4,n 十 p) 使 


"tp sinx 1 {*+P . siné 
0 <| 一 一 dz = 二 | sinzdzr 委 “。 户 一 0 
了 ， 


rr 
nn 1 时 所 天 


中 十 9 
所 以 lim | dr = 0. 


TT 十 co hn 


例 13 证 明 : 铬 /(x) 是 [0, 十 oo) 上 的 连续 函数 ,是 
lim f(x) 二 A, 则 有 


lim 4 rod — A. 
TY- 十 ce 0 
证 ”因为 /(x) 连续 ,所 以 f(r)| 才 MM,xr € To 二 co) 
lf fx ] f> 
XX 二 | /Cdr = 二 | 三 dz 十 二 | f Cd. 
.二 站 .十 站 yr A 


其 中 “| 了 | eax 


lf YY M 
三 工 | [f(D ld < ~— Vr 一 (0 


(XT -一 十 co)i 


义 第 二 个 积分 使 用 积分 第 一 中 值 定理 ,得 


1] 17 < < 
二 | /Ddi =— 一 (z 一 Vr )f(E,), Sree ( Vr ,Tr). 
因为 一 十 oo,YV x 一 > 十 00, 所 以 一 十 co, 于 是 


. ] [7* : ] _ 
lm 7) 0d = lim (1l- /GE ) = 4 


故 nm | fodr 一 人 VV 十 村 = 二 /1 


“4 
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此 极限 可 以 理解 为 /Cx) 在 [0, 十 22) 上 的 平均 值 . 本 例 的 条 
件 即 平均 值 存在 的 条 件 . 

例 14 证 明 下 列 极限 : 

(1) lin 土 [ /Tsintdt=0; (2) lim | simzdz = 0. 

证 (1) 本 题 可 由 积分 第 二 中 值 定理 来 证 , 设 /Gd) = V + ， 
g(t) = sint,j ¢; € (0,z) 使 


二 | Vt sintdti 一 
J 


~ | sinrtdt 
ba 


> 


0 ~ 


1 2 
一 cos&E_ 一 cosT| 达 一 ->0 (rx 一 ”十 co). 
/| < /I 


本 例 也 说 明 例 13 的 命题 一 般 并 不 可 首 . 
(2) 设 s 为 任意 小 的 正 数 , 令 
x2 /2 一 上 /2 
| sin"rdr = | sin"zdy 十 | sin” rdr. 


中 0 nT/2—&£ 


由 积分 第 一 中 值 定理 ,J 4 € 【 _ < | ,使 


/2 一 站 
0 < 一 | sin"Xdr 一 sin"é| 
总 


KR/ 
dz 
0 


nx . 
< 之 FSin"e —> 0 (nO—> 00). 


Nn/2 A 
又 0 = | sin"xdrx 么 | dz 一 和 ， 
FA/ 2 一 上 和 /3 一世 
时 /2 [2 
所 以 tim | sin"zrdrzr = 0. 
天 一 CD 0 


例 15 设 /f(r) 在 [a,b61 上 连续 ,x。E [Lao 证明 : 
im| / 


HPooOW NT 
0 


证 由 积分 第 一 中 值 定理 ,了 6， € [nro » nro 十 ] | 9 作 代 换 1 一 
ZX/n ,使 


二 | dz = f(r,). 
j2 


Tatlin 1 
=| dt =n*: /8,)。 > 一 /(¢,). 


0 
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又 jms， 一 xz ,由 / (x) 的 连续 性 知 
ntl 1 oy | 
im | Hak — f(xr,). 
co ne, 有 
例 16 设 /(x) 在 La,b6」] 上 非 负 连续 ,证 明 : 
7 
lim Ir (x)dx = max / (Zz). 


证 设 M=| max/(x) > 0( 否 则 M = 0), 则 7(z) 一 0, 上 
二 < 


式 显然 成 立 . 由 保 号 性 知 , [a,B8j 性 [a,6bj ,使 
0OZM—e 人 /f(r RM,rE€E [ap], 
于 是 (M—e)’ fr RM, rE La,bl]. 


2 bo 
(MB a) | fr)dr | Prdz < Mb — a), 


BB (MO—e) VHB—a < A | Pandr Mv — a). 
而 lim Yh 一 a 二 lm Yb 一 a 二 1, 所 以 由 e 的 任意 性 ,有 


lim mar (zyJdz = M = max/ (x). 


ur 


例 17 设 /(x) € 在 [1,ej]」] 上 可 积 , 证 明 : 
im| | 的 La 


证 令 让 二 ,dx 二 一 > Vidt, 则 由 积分 第 一 中 值 定理 得 
知 习 6 E 1] 


"| pd f 


原 式 = iim 。 f(t) di 


一 = lim EE 


1 n)" kT =| LD 
} 1 


例 18 证 明基 f(r) 在 [ao 上 可 积 , 则 有 ( 黎 曼 引 再) 
+ 370。 


四 


lim | /Cz)sinArdz 二 0， lim| fr)cosArdr = 0. 
六 -站 Jw 


凡人 


让 vy E> 0 ,了 对 [a ,Dn 的 分 割 工 ,使 > maAzr 过 
| 
in{f f(x),， 一 1;2,…,) ,于 古 


二 、 
9 1 Jin, CO 


| /cosinazdz = > | ”CnDsinardz 


= Ti. 


一 > 上 | Ar) — mjsinArdx 十 > | sinArdx. 


i=]™ Ti 1 一 ] 一 1 
而 [|f (Cx) 一 17 | < WX Et Ai = 1] ,2，…… ,7 ,日 


J sim)d 


1 


1 2 
| 一 人 |costiA 一 costsA| 所 1 
h HH 一 
改 又 有 | | AcepDsiniz| 和 Do + Dm 
“ 1 一 1 一 上 


当 分 割 卫 随 确定 后 , > |m,| 为 一 常 值 . 故 当 > 二 Zou| 时 ， 

2 一 E 

于 之 jz < 5， 从 而 天 
/一 1 


lim | /Cr)sinArdr 二 0 | | reesinhz dx < 一 | ， 
请 读者 用 同样 方法 自己 证 出 第 三 个 等 式 . 实际 上 也 可 以 用 分 
部 积分 法 计算 定 积 分 后 ,再 用 估 值 性 得 出 : 
| Aczeoshrdz 


本 


4 必 4 
一 | J (x)dsinaAr 一 元 LACz)sinhz] 一 立 | f' (xr)sinArdr 


| 


4 
TE/ OsinCY) 一 fa)sin(Caa)] 一 天 | / (Cr)sinAzrdx， 


显然 lim 元 LACO)sin(Mb) 一 f(a)sin(Aa) ] = 0. 


又 了 (7) 在 Lua,b| 上 连续 , 则 | Cx)| 才 Mx € [a,b], 故 


* 7 。 


> |7 Cr)sinArdr < | [fF Cr)sinar |dx 
< 区 | fldr < < 0 一 ad 一 0 一 -co) 
所 lim| f(r)cosaArdr = 0. 


这 里 ,f(x) 应 在 Le,o 上 有 连续 导数 . 
sine+lxdz| -一 ] . 


例 19 i | 
NH oo nD ! 0 
证 “用 迫 伍 性 证 明 . 因为 当 0 和 + 志趣 时 ,0 二 sinz 过 1, 故 
0 过 sin"ir sin "rsin”-ir, 
区 /2 T 7/ 2 了 
| sin2 xdz 扫 | sin“zxdz 委 | sin™ ixrdx. 
0 0 


0 


不 等 式 和 名 项 同 际 以 第 一 页 ,有 


fr 2 /2 
| sin”.rdr | sin™ lxdr 
1 委 六 7 < 下 
| sin”+irdzr | sin”tlrdx 
QD 0 
义 由 定 积 分 的 瓦 里 士 (Wallis) 公式 , 知 
(21)11 


2 《27 一 2)T1 | 
、 2n--1 一 和 nn 二 1 .一 
| sin ”7d7 (2 一 1)1! ” J sin ”xdx 《2 十 T)11 


0 


所 以 上 述 不 等 式 的 后 项 等 于 守 -- _ 1 (1 -> co) 在 上 述 不 等 


式 两 边 取 极 限 , 由 夹带 准 则 得 
| sin™zdz) | 


0 


X72 
| sin”+t1zdx | 二 ] . 
| 


lim| 
了 7 2 
例 20 证 明 :im| ce cos)iz = 0. 
Hoo,| 0 

证 Ye 二 0, 取 6 = 本 ， 由 limzx, 一 limarctan = 一 0;, 知 习 入 
> 0, 使 当 Nn > N) 时 ,0 < 二 .二 < 6, 则 在 [0,6] 上 有 
Ar) =ecosr eosr,= M.,.. 

之 2 时 9 


因为 当 广 Cr) 一 ecos" rcosz 一 jsinz) 一 0 是 7 
* 372。 


7 所 
一 二 arctan 1 所 0 地 |, 
1 2 


dr 


0 


An 二 1! 
即 1imAy， 一 1, 所 以 了 入 人 0 当中 > 入 时 ,有 0< AM < 2. 取 ?7 
> max{(t 入 入) 有 


Href } 
max/j(r)=e | 


0 ~ | fondz 和 | Mdx = M,。， 7 -一 区 
0 0 : 


而 在 nn 之 NN 时 ,f(x) 在 | 5, 二 | 上 单调 减少 ,只 需 


< e flneos 一 
2x 一 上 4 


n>N,= 1]n 


就 有 0 过 | f(x)dr < e'cos'6 ， 至 一 中 


2 El vo € 
= cos | (2x < 了 
on) < 
4 (27 一 ElJe 
所 以 , 当 1 盖 信 一 max{N,,N,,N,)} 时 ,有 
让 /2 人 KR/ 
0 过 | C(x)dx = | f(r)dxr 十 | f(r)dr (ge, 
0 0 他 
印 lim | eicos"zdx = 0. 
no 


例 21 证 明 :lim | 


1 -- 了 ce 
心 
Le ne TT 


证 ”由 积分 中 值 定理 ,3 二 包 声效 十 4, 使 


2 

| 二 nn 1 eg 1 -1 人 

二 C ” 
a YY A i 古 


VS 


‘r= te"Il_ ll ~ 
又 ”三 (z) 一 二 医 2 | < 0 (>2), 


所 以 , 当 . 盖 2 时 rz) 严 格 单调 减少 , 即 
。373 。 


i 一 lin 十 放 ) ji 一 | 人 1? 


-一 一 一 中 ~ C 去 C 一 
Vn 十 ~、/ < 11 
__ 1， i} 1 +) . — 11/ ,， _ 
由 于 lim J 二 二 liinie 一 ] , 故 依 迫 敛 性 ,有 
和 /四 1 He 2 


2 


n 十 ] /zr 
lin | , ec “dr=1. 


Ho 


例 22 和 在 1」 上 连续 ,证 明 : 
lim | 地 半 pa sf (XIdx 一 1(0). 


请 二 0 二 
、 1 hf(r) 和 | h(x) 
让 | dT = 0 ey 十 hl Eid 
一 1 十 了 . 
而 由 积分 中 值 定 理 ,得 


1 


了 A " h d pny A A 
1 一 /| hr r= f(S)arctan 万 | 


一 f/(€)arctan(1/h'’) 一 > 0) 。 
(E € (0;AI3),A 一 > 0+), 


hf (xr) ! h 
| | = | 4 dz < M| 天生 dz (|f(x)| 过 AT) 


一 MLarctan(1/A) 一 arctan(1/ps) o>0 (hh —> 0+). 
， ! hh TK Xz 
所 以 lim | 让 全 /7dr 一 0 十 于 /C0) 一 于 10) 
例 23 设 /(7) 在 [0,1j」 上 连续 且 严 格 单调 减少 ,/(0) = 1， 
/(1) = 0. 证明:Yy $6 € (0,1), 有 
| Yen ydz 
lim = 一 一 
一 | (f(T)) "dx 
证 因为 f(x) 严格 单调 减少 ,0 二 /C6) < 二 f(6/2)， 
Wa 一 OQ (n -~ ce)， 由 扎 伍 性 ,VE (0,1), 有 有 


二 0. 
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J DT | Cr) dr | Leo]adz | Enyadr 


Peepar [fx) "dz | LYdx | WM ;| | dz 


< | co/ 避 | | . 工 一 — 0 (2 一 > cc) ， 


0/2 
所 以 , 原 式 二 0. 
例 24 已 知 广 () 可 微 ，jim_ /(x) 一 1 , 求 


I 二 2 , 3 

lim | fl sin 一 | f Gdi. 

I 二 co 1 

解 。” 依 积分 中 值 定理 ,3 § € [x,x 十 2j, 使 得 

lina | sin 2. faOdr = lim ésin 5 f/f(£).2 
T+ 二 coy I t rT-* 二 co e 
i . 3 3 ， es、 
= lmsin #/#)* AD = 


例 25 求 下 列 极限 : 


1 7 
(1) im| ee dr; (2) im| dx. 


解 (1) 因为 广 (Cz) 三 re 一 27rse 一 2xze (1 — 7r) < 
0, 所 以 在 [n,n 十 1j 上 ,由 估 值 性 ,得 


"十 1 2 2 


一 人 十 1 
(十 1l)ze <| xze dr 志 nie 


Hi 


只 ~ 
一 tn 十 1)7 。 -一 是 
二 limn:e 二 0 


而 lim(n + 1 )’e 

(由 洛 必 达 法 则 普 /er 一 ~ 0)， 
n 十 1 2 

的 lim | rie “dr=0. 


(2) 因为 xn 二 0 时 ,1/x* 在 [n,n 十 11 上 连续 ,e 渤 0, 所 以 由 
推广 的 积分 中 值 定理 ,3 E€ [n,n 十 1, 使 得 


nH 十 ] + nn 十 1 
性 王 e” 
| ;dx 二 C dx 一 (© ] ). 
© a 


上 区 


"37D。 


又 0<$(e—D< 和 = 


1 十 1 eC” 
故 lim dx 一 0. 


1 1 


四 、 关 于 定 和 4 分 的 等 式 和 不 等 式 的 证 明 

关于 定 积 分 有 许多 著名 的 和 常用 的 等 式 和 不 等 式 , 几乎 每 个 
等 式 和 不 等 式 都 有 很 多 种 证 明 方 法 . 可 以 用 定义 、 可 积 条 件 、 定 积 
分 性质、 定理 , 信 助 已 知 等 式 或 不 等 式 , 计 算 定 积分 以 及 借助 各 种 
技 巧 来 证 明 . 做 证 明 题 首先 要 熟悉 概念 ,其 次 是 熟悉 技巧 ,要 了 解 
命题 的 条 件 ,依据 条 件 选 择 证 明 的 方法 和 提出 证 明 的 依据 ,使 证 明 
清晰 严密 ,无懈可击 . 

例 26 设 /(zx) 在 La,b] 上 连续 , 且 单 调 增加 ,证 明 、 


| > f(r)dr > 人 | fr)dz. 
证 法 1 用 定 积 分 性 质证 . 由 f(x) 的 单调 性 ,有 
Ee dl Ae )—/f “| |>0; 


b . 
故 jz 经 ?re - /| “3") lr>0. 
“ 人 十 2 ca 十 
~ | | 
一 xz 一 (ae 十 六 /2 .fa pd _o. 


解 上 式 两 边 积 分 式 , 即 得 
| xf)dz > 了 | fen)dz. 
证 法 2 用 积分 第 一 中 值 定 理 证 . 
| > 一 和 二 | /Cdr 


一 人 


/codz 十 | ,> 一 人 于 | /dr. 


依 积 分 第 一 中 值 定理 ,3 人 E [0 天 |, e | 汪 6, 使 


a+b : 
2 + dr + fy 3 | 


aa 


wr 2 一 一 ， 
一 一 (和) 时 三 十 /6) 中 (由 /(x) 的 单调 性 ) 


= Cf ) — f()]>0 
证 法 3 用 积分 第 二 中 值 定 理 证 . 因为 /(z) 单调 增加 ,所 以 
Ij 《€ ka, oO ,使 
1 一 /oj [x— 4 “| dz + GO)| 一 “|dz 


- /co)| [a — |dr+ [CO) -fc ,> — |dz 


2 __ 2 
一 [Fo) 一 /| 一 一 了 “06 一 5 | 


一 [f (6) — f(s ea) > 0. 


证 法 4 由 f(x) 的 单调 性 知 ,VY t,x € [a,6j], 有 
Go— zf0) — /x)] > 0. 
在 上 式 中 国定 zx, 对 上 从 aa 到 4 积分 ,得 
| fea — z| f(t + zf Oa) /Ee >. 
表 将 土 式 对 工 从 a 到 5 积分 ,得 
(6 — a) | afd 一 
econar > 
将 上 式 中 变量 上 改 为 z, 邯 可 化 简 得 
| =rcopdz > 了 | forydr. 
还 法 $ 用 变 上 限 积分 (下 节 内 容 ) 证 . 令 
F(x) A | fa 一 42T| fdr, 


|z/ (Xx)dx 


“。 717。 


显然 下 (a) 二 0. 而 对 x EE (ep ,有 
F'(x) = rf (zr) 一 于 | 三 tdz 一 a f(z) 


f(r)— 二 | fd 


一 [xz 一 jd 之 0 
即 F(x) 单调 增加 ,f(x) 之 2 0. 因此 


| se| fcr)dz. 


本 例 的 物理 意义 是 :如果 曲线 y = f(x) 单调 上 升 , 则 密度 均 
尺 的 曲 边 梯形 {Cx,y) 1a 志 x 之 6,0 之 y 过 f(x)) 的 质心 不 可 能 落 
在 直线 + 一 “二 的 左边 . 

因为 篇 幅 的 关系 ,我 们 在 以 后 的 每 例 中 仍然 只 选 讲 一 种 证 明 
方法 ,读者 可 尝试 其 它 方法 . 

例 27 设 FGz) 在 [ea, 妇 上 满足 记 (z) 之 贮 0) 二 rr， 


证 明 : | snrcoaz|s = 
证 ”因为 f(x) 严格 单调 增加 ,所 以 f(x) 在 [a,6b] 上 至 多 有 
一 零 所 c， 从 而 


| sinf Cz)dz 一 | ressinf (zf (Xx)dx 一 | 十 | 
由 积分 第 一 中 全 定理 和 分 部 积分 法 
一 Fe a)| sinf (rx)df (zr) 十 万 


| sinf (x)dJf (7x) 


一 Fr 一 cosf (6b) |] 一 Fes[ 一 cosf (a)], 
所 以 


bo 2 
| snyrcodz| 之 
例 28 设 2>a>00>0 证明 :了 14| < 一 1 ,使 
| esinz ee 26 


人 dad 


37178. 


-8 


证 令 f(z)=- 一 ,8(X) 二 sinx, 则 g(x) 在 [a,b] 上 连续 ， 


又 三 (z) = 1 十 +e < <0, 所 以 f(x) 在 [a,b5] 上 严格 单调 减少 非 
负 . 于 是 ,由 积分 第 二 中 信 定 理 知 , 7 [a,bj, 使 得 


— fa 


《cosa 一 cos7), 


—8r .， 
| dz = /ao)| gor)dr = 


b _ | 
| “zdr| < 和 2 
(人 


村 


$ ¢— 4 Sane Sinz | , 则 有 1e| 一 1, 上 且 
| e Sinz j _ 25 


x Q 
例 29 设 j(x) 在 [2,4] 上 连续 上 且 可 导 , 有 ff(2) = f(4) 一 0， 
证 明 : max |f'(z)| 过 enarl 
> 人 [2.4] 2 


证 取 zEL2,4], 在 [2,zj 和 [z,4] 上 分 别 对 yz) 使 用 拉 
格 表 日 中 值 定理 , 则 3 6&1 € [2,xj,é。 E [zy,4], 使 得 
f(z) — f2) = fb) ro 2)=>f(r) = f'(€,) (x — 2), 
1 (4) 一 AZ = ff (€)(4— x)—>f(r) = f'(€,) (x — 4), 
令 M= Max [f(z)|, 则 


| fer)) < Mr ~ 2), [f(z)| MG rz). 
| emaz| < | fox) dz 
3 
< | Mz 2)dzx + | ma zx)dr = 人 + 六 一 M， 


即 max |f°(z)| 之 | rezaz| 
XE [2,4] 2 
例 30 设 /(zx) 在 [a,b6] 上 具有 连续 的 二 阶 导 数 , 证 明 .,j EE 
(a 5b), 使 得 


8 
| fraz = (G6 — of 


了 一 3 Fr 
|+ 区 (一 47 六) 
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证 “ 设 PCz) 一 | fooqr, 则 PFCz) = fF" Ct) = f(x), 


PFCz) 一 PCz) .将 已 (z) 在 >o 一 F(a 十 0) 展 为 二 阶 泰勒 公式 ,得 


FOb) = Fro) + F' (Cr) Cb — zo) 十 eb 一 ro) 
十 人 一 To) (zo ELD), 

Fla) = F(zo) 十 已 (zo)(a — zo) 十 Fe (a 一 zo) 
十 2 (0 — Xo) (a < es < ro0). 


将 上 面 两 式 相 减 ,由 于 5 一 zx。 二 5 一 4a) 二 一 (a 一 xo); 故 
Fb) 一 Fla) = 2F' (x,) (6 _ 6) 


十 让 (6 _ afFoCe ) — F"(é,)]. 
因为 产 (z) 连续 ,由 介 值 定理 ,3 1 € [1,7sj ,使 
Fw(e ) 十 Fo 人 E) = ve ) 十 re) = 2f°(é), 


F' (Xxo) 一 f(xo) =/|“ 池 " ’ 


所 以 “| cmdz = FC) 一 Fa) (牛顿 - 莱 布 尼 英 公式 ) 
~ Of “本 | 二 去 (6 一 a1"(6). 

例 29 与 例 30 的 证 明 是 用 微分 学 的 中 值 定理 完成 的 . 

例 31 证 明 : 行 国 数 /Cz) 与 gGCr) 在 [0,1] 上 有 相同 的 单调 
性 , 则 


| fendr| ecodzs | mgcodz 
证 ”所 为 /(r),g(7x) 在 [0,1] 上 可 积 , 所 以 f(x)，g(x) 在 
[0,1] 上 也 可 积 . 现 将 [0,1jn 等 分 ,A 一 | ,二 |, 取 名 一 下， 
。380 。 


Hl 


二 1,2,…,n. 由 于 f(r),g(rz) 有 相同 的 单调 性 ,所 以 
2 rs) 
9 
故 由 年 积分 定义 ,对 不 等 式 取 nn 一 > oo 的 极限 ,得 
| /ondz| g(xX)d7 委 | f(r)g(r)dz. 
例 32 证 明 : 寿 函数/(7) 与 g(z) 在 [a,b] 上 非 负 连续 ,日 p 
> 1， 方 十 二 十 二 = 1, 则 有 不 等 式 
Pngcna | | Een ydz) [| Lec yaz) " 


成 立 . 不 等 式 称 赫 尔 德 积分 不 等 式 . 
当 p 二 9 二 2 时 ,不 等 式 称 施 瓦 效 积分 不 等 式 . 
Ar 


证 ”区 尔 德 积分 不 等 式 可 用 定 积分 定义 和 不 等 式 AB 过 一 
(4 之 0,8 之 0)( 见 第 四 章 第 四 节 例 18) 证 ,也 可 以 用 定 积分 的 


单 调 性 与 上 述 不 等 式 来 证 . 本 例 利用 定 积分 定义 与 赫 尔 德 积分 不 
等 式 ( 见 第 一 章 第 三 节 例 11) 来 证 . 

对 [a ,bj] 作 等 分 T,A; = [x;_1,zxi], 取 =z,i = 1 ,2,…,n. 
由 赫 尔 德 积 分 不 等 式 , 有 


CEDg(G) < (OL ET) [ge) 了 了 “, 
i=1 i=1 :一 】 
1 1 
其 中 三 十 二 
> /Cg “一 
< [ZU ee | Bre 


由 于 Lf Cx)j]?， [glxr), fT) gC) 均 连 续 , 故 在 [a,0] 上 可 积 , 取 4 
*。381。 


i lA/g 


一 > co 的 极限 , 依 定 积分 定义 ,有 
| enscodr 和 [| co [ecoaj 
例 33 ” 设 /(X),g(7) 在 La,6bj」] 上 可 积 ,证 明 ; 施 瓦 兹 积 分 不 等 式 
| /rg(r)drle < fr)dzr) | | g(r) dz 了 


证 ” 除 当 作 赫 尔 德 积 分 不 等 式 特 例外 ,还 可 以 用 实 二 次 三 项 
式 的 判别 式 来 证 . 


4 
设 | gz(zjdz 关 0; 则 对 实 变量 4 的 二 次 三 项 式 , 有 


六 
| Tf Cr) + Ag Cx) dz 


一 好 | 已 (XxX)dx 十 22| f(r)g (rx)dxr 十 | Pendz 之 0， 
其 判别 式 非 正 , 印 


| reogcodz| _ [| Feeodz| [| ecodz| < 0， 


故 reopscoadrjs | crydz) {|g Crdzj 
例 34 设 /(x) 在 La,6b] 上 有 一 阶 连续 导数 , 且 /(a) 一 0, 证 明 : 


0 一 一 
| Aceodrs | [f° (7x) dz 一 了 | [ 广 Cz oz 一 ac)dz. 


证 ”由 题 设 知 /Cr) 一 | fd (a<z<b. 
依 赫 尔 德 积分 不 等 式 ,得 
广 (x) 一 7 cdr| < | Er (1) :di | dz 
一 (r+— | [7 (1) Jdx. 
对 上 式 两 边 从 a 到 2 积分 ,用 分 部 积分 法 ,可 得 
| f(r)dxr < | |c — | [7 (Jed |dz 


= a) | [Lf' (xr) dr 一 | [f(x) |x — a) dx. 
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bp—af’ . 
[wr har < Fs) Yd 


证 令 g(x) = | if Wha (a 之 之 抱 ; 则 g(x) = 
I 六)|; 由 f(a)= 二 0 知 
xz) = |f(r) 一 /ae)| = AG 


< | (0) 1d = g(x). 
i b 
故 | [1/0fF (rx)|dr 委 | g(r)g' (rt)dr = | g(r)dg(r) 
,rh ) 2 , ,2 
= ten| = 本 [| old = 了 | 1 1 ld). 
由 施 瓦 兹 积分 不 等 式 , 有 
t 
| fn) fF Cx) 1dr < | lzdz| PCD dz 


而 
好 


< “| [PoD]dz 


例 36 证 明 :;: 若 图 数 jz) 与 g(x) 在 La,b6」 上 非 负 连续 , 且 p 
> 1, 则 有 不 等 式 
yl/p 


|| Den 十 - g Cr) dz 
< || Co]dzj + (| [eco]azr 


成 立 . 不 等 式 称 为 网 可 夫 斯 基 积 分 不 等 式 . 
证 ”利用 赫 尔 德 积分 不 等 式 和 4q(p 一 1) 一 户 ,有 


在 hb 

| (f(x) + glx) dr = | [zy + gx) flr) + gCr) ldz 
0 必 

-一 | fonLf ez) 十 gCr) jidx 十 | gCTIEF Or) + gr) ldr 

b yps re A 

< (| Lrceo]dzj (| [fer) + gc ye vd 
rr ri ljp;: re lo 

+ {| Lec yar) (| Ce) + gnadz) 
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= {(f eenya)™ + (J rac) yaz) 


[| Erez) 十 gCr) dr) ”, 


或 [free tga ydz) 
< (oes) + (faye)” 
即 (| Ce 十 g(x)Jdz| ” 


/p 


b y 1l/p 必 1 
< [creo]azj + (frac) Yaz) 
不 等 式 a| f(z)dz 之 f(z)dz 成 立 
证 ”因为 ,所 证 不 等 式 可 化 为 
a| for)dzr 一 ee 十 a f(x)dz < < | fdz, 
故 只 需 证 二 -| /Crdr < | for)dz 
又 f(z) 单调 单调 减少 ,所 以 
1 ! 1 ! 
[一 | fr)dz < | f(a)dz = f(a), 
而 | fr)dz 之 | rodz = f(a), 
故 [| fC)dz < 二 | 7 (z)dz. 

例 38 设 a>0, 记 (rz) 在 [0,aj] 上 连续 ,证 明 : 
FOO EE) coldz+| Iceolaz 
证 ”由 积分 第 一 中 值 定 理 知 ,了 cfeE [0,aj], 使 

| ee [dz = af (é€). 
而 16 一 (0) = | PCzdz， 
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Ph f(0) = f(5)C— |7 (CT)dz， 


< ON | fdr 


故 |/(0)| = /8 [fF dar 
之 |f(&)|+ | 7 Cz)ldz 


< 二 | Goldz+ | fen) ldz 


例 39 设 g(t) 在 [a,bj] 上 连续 ,E = pq([a,0]),f (zx) 在 EL 上 
为 可 微 凸 男 数 ， et 
Be 5 rd]. 


证 令 c 二 i P(t)dt, 则 命题 转化 为 证 


bh 
| FLP(z) Jldt > (4 — a)f Cc). 


由 题 设 知 ,f (7x) 为 可 微 凸 图 数 , 故 VYzE 下 ,有 
Jrzr) 之 cc) 十 广 (c)Gz 一 <c). 


于 是 fg jf 十 六 CCc)LoGt 一 <c)]， 
|7 [p00) ]jdr( 人 一 a)7c) 十 万 (0) | rod: — fi (cclb — a) 
= (0 — a)fle), 
故 | /tp > /| | PC)dt] 


例 40 设 /zy 在 [a,6] 上 车 续 , 在 (a,6) 内 可 导 , 且 f(a) = 
0, | 全 (z)| 委 人 ,证 明 : 


| Aczodz < 二 这 二 


证 ” 依 拉 格 表 日 中 信和 定理 ,有 
/f(r)— fla) = ff (Er a), EE (a,r) CC (a,b). 
对 上 式 两 边 在 [a,b6] 上 积分 ,得 


b 6 
| /lr)dr = | f(a)dx 十 | (Xx — a)f'(é)dr 
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CAE 

= /6+ | 1 dz 

faba—a)+ | Cx 一 4)dz 

和 外 一 adz 一 总 二 4 

例 41 设 f(z) 在 [4,5] 上 二 次 可 导 ; 且 r(x) 之 0, 证 明 ， 
| fcndr > (5 一 df 4 二 2| 


证 ”利用 泰勒 公式 ,将 /六 z) 在 Xx。 = (a 十 6) 处 展 为 一 阶 
泰勒 公式 ,因为 /六 (x) 盖 0, 故 


re 证 人 和 全 


2 
对 上 式 两 边 在 La,b] 上 积分 ,得 


| fordr>|7 dr+ | 7 “| 一 “到 ?jd 
而 /| 于 jar 7- 人 jax 


=f 


[一生 4 
= 到 /站 3 |=0， 
故 | Acedz> WE (OO— af “| 
例 42 设 /(7) 在 [0,1] 上 非 负 连续 ,证 明 . 
J pea, 


证 ”由 题 设 知 f(r) 和 1nf(x) 在 [0,1]」] 上 可 积 , 将 [0,1j]n 等 
分 , 作 积 分 和 


"ei, 


1 1 1 一 
| Aerodz | lim 天 2 /| 天 ， 
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四 ji 
| nrcodr= 1 im 二 > /| 二 = imm[TH | ， 
Ho i=1 


fine A 


r nt Fe1 li 
所 以 = = lim[ 1A 
利用 不 等 式 V aiaz…a, 雯 ~ (a 十 as 十 … 十 a,), 得 
EM < 13 
elie 7 i 一 1 


| olnf Cr)dz 
所 


故 < | fonaz. 

五 .利用 定 积 分 研究 函数 

利用 和 定 积 分 研究 图 数 的 性 态 ,往往 要 和 以 前 学 过 的 许多 知识 
结合 起 来 ,因而 具有 一 定 的 难度 . 这 就 要 求 我 们 对 概念 要 理解 和 融 
会 贯通 ,对 方法 和 技 马 要 座 知 并 熟练 掌握 . 只 要 努力 ,这 是 容易 做 

到 的 . 

例 43 设 F(x) 三 | AGz 十 dy，a> 0,y7co) 为 处 处 有 定义 
有 旦 单调 增加 的 连续 函数 .讨论 F(x) 的 增 减 性 . 

解 。” 任 取 Xi,Xs; 合 二 过世; 则 x 十 yy 过 x 十 yy.- 故 

/f(xy 十 y) 一 /f(x 十 y) 宇 0 


于 是 F(x) 一 F (ri) 一 [We 十 y)dy 一 | ye 十 y)dy 
0 


— | te + 一 /r+ yjdy>0 
所 以 ,F(x) 是 单调 增加 函数 


例 44” 设 /(z) 为 奇 函数 ,/(z) 可 微 , 证 明 ; 广 (z) 与 | /cd 
都 是 偶 函 数 
证 ” 奇 函 数 的 导数 是 偶 函 数 , 侦 函 数 的 导数 是 奇 函 数 ,可 以 
用 定义 ( 见 第 三 章 第 一 节 例 1) 证 明 f° (zx) 为 偶 函 数 
= 387 * 


下 面 证 | /2d 是 偶 函 数 . 令 wz) = | “fdr, 则 
P(r) 一 | fat | 7 u du 


一 | Acods = Pr) 


所 以 ,p(z) 一 | far 是 偶 函 数 . 
例 45 设 f(7) 下 十 oo) 连续 可 导 , 且 


1 WE | 1 
7 (7) | TN z+ 


证 明 ; lim /(x) 存在 ， 
证 因为 之 1 时 ,In|z 十 过 | 所 去, 所 以 忆 (z) 之 0, 铬 
f(x) 在 [1, 十 co) 上 单调 增加 .又 


ro 人 < 


] 二 YYZ 十 1 一 v 工 
-A 
_ (v7 二 1 vr)(vrt+l1l+ vx)-_l 
zr EIA Vi) 2Vr 


Es ] 
| . < + 


比较 定 积分 值 ,得 f(x) 一 f(1) 过 1 一 天 之 1. 知 f(x) 过 
机 
f(1) 十 1, 即 f(r) 有 上 界 .由 于 函数 f(x) 单调 增加 且 有 上 界 ,所 


人 lim f(x) 存在 . 


例 46 设 /(zx) 在 [a, 十 ce) 上 连续 可 导 ， 且 | zydz 和 
| Godz 均 收敛 .证 明 : lim 7(z) 一 A 


r 十 co 
证 ”因为 f(x) =| fdr+ fa), 而 | PCz)dz 收 敏 , 即 
. 388 ， 


lim | fd 存在 ,因而 lim f(z) = 4. 


TIT— 二 co a 


用 反 证 法 证 4 和 0. 设 4>0(4<0 同 样 可 证 ), 则 对 43 AM 
> 0, 使 当 + 宇 MM 时 ,有 f(r) > 仿 此 时 


ce Tt MM 下 
| fO)dt = lim | f(t)dt = lim | 三 (dz 十 | fdt | 
a 7 一 十 ccw rT 0 上 


[ff 4 
> lim [| /Od + ], Zu 


了 
Mf 


A 
= lim $C(z— M+| /Wd=+%, 


I 一 中 co 


从 而 推出 与 假设 矛盾 ,所 以 lim f(z) 一 0. 


”. | 
一 dt， 0， 
例 47 re 人 证 明 : 广 (0) = 0. 


0， 二 0， 
证 。 先 证 lim 人 29 一代? 一 0( 事 实 上 ,这 里 工 既 表示 增 


FA 
量 , 又 表示 U°(0) 内 点 ). 
设 这 0 (zr 二 0 类 似 可 证 ), 由 积分 第 二 中 值 定理 ,4 $$, E€ 
1 1 , 
过, 二 | ,使 得 
se —/ (7x) | — tsin 了 di 
并 加 f 


= 上 二 


if 一 ] 六 ] 1 Sin2rz 
、 才 


1727 tt 


4221 fF: . 
一 一 - sinudu 


起 1 7 2 
<8z 一 ”0(z 一 ”0+)， 


当 lim 万 2z) 一 /7) 二 A 时 ,有 了 (0)= A, 故 f/f(0) 三 0. 


了 下 习 和 
实际 上 ,者 三 0) 存在 , 则 由 
/2z) 一 jz) ,S27 /0 _ f(r) — 100) 


T ?7 T 


当 x 一 0 时 ,有 4 = 2f(0) 一 万 (0) = (0). 
例 48 设 ACz) 在 [e, 妇 上 连续 ,上 且 | /Cz)dz 一 0,| zf Cr)dz 


一 4z| cos 元 一 cosé, 
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一 0, 证 明 ;至 少 存在 两 点 T1y 2 入 [ao 使 f(x)) 一 f(x;2) 一 0. 
证 由 于 | /Cz)dz = 0, 所 以 f(x) 必 在 [4, 幻 上 变 号 .由 根 
的 存在 定理 ,了 it E [asb |,f x1) 一 0. 


叉 设 f(r) 在 [a ,0 十 只 有 惟一 零点 Zi， 则 (z 一 1) 三 ( 工 ) 在 
La ,0p 上 不 变 扎 ,从 而 


| — Xi1)f (rt)dx 尖 0 一 | zf (2)dz 天 0 
与 题 访 村 惧 . 因此 至 少 有 两 点 1 ECE [a,0j] ,使 
f (x1) -一 f (Xx,) 二 0， 

例 49 设 f(zr) 在 [0,1」 上 连续 ,在 (0,1) 内 可 导 , 且 满足 
/ (DD=k| ze fC)dzrtk>1). 证 明 ;至 少 存在 一 点 EE 
(0,1), 使 得 ff (&) = (1 一 1/4)f(é). 

1 7 

证 ”由 /Gd) 一 名 zre'-*f(zx)dx 及 积分 中 值 定理 知 ,至 少 存 

在 一 点 1 € [0,1/k&j]」 CC{[0,1j], 使 得 
f (1) 一 k| ze 一 /Co)dz 一 Ge! 1f(é). 

在 [§,1 | 上 , 令 PX) 一 re “FFCz), 则 PX) 在 [5,1 上 连续 ， 

在 (61,1) 内 可 导 , 且 
pe ) = f(1) 一 2(])， 
由 罗 尔 定理 知 , 至 少 存在 一 点 EE ($1,1) CC (0,1), 使 得 
dE) = ee [fCE) 一 上 rc) + EF (EE) = 0, 

即 ff (€) 一 (1 一 172) CE) 

例 50 设 /cz) 在 0,2] 上 连续 ,在 (0,2) 内 二 阶 可 导 , 且 

1 

1(0) = /| 序 | ,7C2) = 2| /Crydz. 证 明 :3 4 E (0,2), 使 得 
f/f"(§) = 0. 

证 ”由 积分 中 值 定理 知 ,3 和 € [1/2,1], 使 

.390。 


172 
对 f(x) 在 (1,2) 内 使 用 罗 尔 定理 知 ,3j 6, € (561,2) CC(1/2,2), 使 
f (€,) -一 0. 
又 由 /(0) = /| 去] 知 , 依 罗 尔 定理 ,3 ¢, € 1 0, 这 | ,使 得 


f/f'(&;)= 二 0. 于 是 ,在 (4;,6;) 内 再 次 使 用 罗 尔 定理 知 ,Ij 《E€ 
(6,,5;) 己 (0,2), 使 f°(6) = 0. 


arcta 
0 


例 51 已 知 两 曲线 y 一 7(z) 与 y= | ”edi 在 点 (0,0) 处 
的 切线 相同 . 写 出 此 切线 方程, 并 求 极限 limn/| | 


一 Karctanz) 


解 ”由 题 设 知 f(0) = 0,P (0) 二 ] 二 1, 故 所 求 


1] 二 x 二 二 人 必 
切线 方程 为 
y—0= 1(z— 0)=>y=X. 


而 limnf | 一 1im 2 站 = 2 六 (0) = 2. 
例 S2 函数/z) 在 [0, 十 ceo) 上 可 导 ,P(0) = 1, 且 满足 不 
等 式 


1 f 
f(z) /rx) 一 +) fd 一 0， 


(1) 求 导数 了 (x); 
(2) 证 明 : 当 x 工 宇 0 时 ,有 ee ”过 f(r) 达 1. 


解 (1) 因为 (x 十 Df (Cz) 十 (x 二 f(z) 一 | fed = 0， 
两 边 对 x 求 导 , 得 
(r+ DFC) =— (r+ of Cr). 
设 二 f(x), 则 建立 微分 方程 求解 之 ,有 
dx 十 2 


1 一 > f' (rT) 一 


hr 


du 1 
dx 十】 tr" 
* 391] 。 


f —. e 
f(r) 一 元 二 
证 (2) 由 | 7 dd = Fr) 一 Fo) = cz) 1 和 ,f(x) = 


于 ee 一 
| hb a > 十 ， 
1 | 二 de 又 当 z 之 0 时 ,有 


一 # 
Ce 


o< | dt<|e dt 二 1 一 ee ， 
e 芝 fJ(zx) 世 1. 


所 以 


第 三 匠 。 变 上 限 积分 与 定 积 分 的 计算 


主要 内 容 


1. 和 震 函 数 f(t) 在 [a,b] 上 可 积 ,Y x € [a,6j ,定义 变动 上 限 
积分 函数 


6Gz) = | fd, ze La,b]. 
类 似 定 义 变 动 下 限 积 分 函数 
V(r) = | fooar, Ela,bl. 
9B(z) 和 立 (z) 统称 为 变 限 积分 .还 可 定义 复合 变 限 积分 ; 
[ow Popo, [rou 


2. 右 f(x) 在 La,bj] 上 可 积 , 则 B(x) 与 罗 (zx) 是 [a,b6] 上 的 连 
续 函 数 . 
3. 右 /xz) 在 [a,b] 上 连续 , 则 BCr) 与 W(x) 在 [a,6] 上 可 
导 , 且 
DT) = fxr), V(r) =— f(r), 
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A fear -一 ffuCr) a (x) 一 ftvCr) jv' Cr). 
TI 了 


4， 微 积分 学 基本 定理 ”车 函数 /(x) 在 [a,5j] 上 连续 , 则 变 
动 上 限 积分 B(x) 一 | fq E [4a,0] 在 [a,6] 上 可 导 , 且 @'(x) 
= f(z). 

定理 说 明 ; 只 要 /(z) 在 fa,6] 上 连续 , 则 f(x) 在 [a,6] 上 必 
有 原 函 数 , 且 BCr) 即 为 f(x) 在 [a,6] 上 的 一 个 原 沙 数 . 

s， 牛顿 - 莱 布 尼 芯 公式 ” 设 f 在 [a,6] 上 连续 ,车 下 是 了 在 
[a,bjj 上 的 一 个 原 明 数 , 则 

| /Cdr ~ F(b)— F(a). 


6. 换 元 积分 定理 ” 若 f (xz) 在 La,b] 上 连续 ,p(t) 满足 条 件 : 

(1) pa) = a,p) = 6b,Ba v1) So, tC [a,81, 

(2) gl) 在 [La,B」 上 有 连续 的 导数 ， 
则 有 定 积 分 换 元 公式 

[fendr = | ftp dr. 

7. 分 部 积分 定理 ”车 u(x),v(x) 是 [fae,o] 上 的 两 个 有 连续 

导数 的 攻 数 , 则 有 和 定 积 分 的 分 部 积分 公式 
| uC)w (rz)dz = u(xr)vCr) | 一 | (Tr)u(rT)dz. 

若 在 [a,6] 上 有 连续 的 u"* "(zx) 和 vw” “(x), 则 有 推广 的 分 

部 积分 公式 
| ， vt dr — fw . 7 加 uy! 十 a 十 《一 ] ) "uw | b 


十 (一 "| uotdvdz, nn 二 1,2,…. 
8， 一 些 常用 公式 
(1) 大 /在 [一 a,aj」 上 可 积 , 则 
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0， /为 奇遇 数 ， 
| Aeroadz [pea f 为 偶 曙 数 . 


(2) 若 了 是 (一 ce, 十 ce) 上 以 了 为 周期 的 函数 , 且 在 任何 区 
间 [a,a 十 TT] 上 可 积 , 则 有 


4 十 了 TT 
| f(r)dzrz 一 | fr)dzx. 


即 定 积 分 与 a 无 关 . 
(3) 和 奇 /4G) 为 连续 图 数 , 则 有 代 换 公子 


nj nj/ 
| flsinz)dz 一 | fcosz)dz, 
0 0 


x . T fr w/2 
| Xf/(sinr)dxr 一 =| f(sinx)dxz = "| f(sinx)dz. 
(4) 和 肴 1() 为 连续 图 数 , 则 有 瓦 里 士 公式 


nt/2 . xr/ 2 
| sin" rdx = | COS"TdXx 
总 0 


22 n 二 2m 十 1( 即 为 奇数 )， 
于 二 2m 《( 即 二 为 偶数 )， 
疑难 解析 


1. 怎样 理解 定 积分 的 定义 ? 

答 。 定 积 分 (或 称 黎 曼 积 分 ) 是 黎 曼 于 1854 年 提出 来 的 . 定 
积分 定义 是 一 个 构造 性 定义 , 它 利用 对 区 间 [a,6] 的 一 个 分 割 了 ， 
将 La,5j] 分 为 nn 个 小 区 间 A;, 并 在 人 ;上任 取 一 点 ,构造 一 个 积分 


和 式 之 ,76)Azi，, 称 为 黎 曼 和 . 当 Ve> 0,3 6 > 0, 使 当 V T, 只 


要 1T 和 <<8, 有 | 之 )7(G6D)Azr 一 了 | 过 e, 则 称 / 在 [a,6] 上 可 积 ， 
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了 即 为 了 在 [a,5] 上 的 定 积分 . 
笋 曼 积分 允许 被 积 函 数 有 不 连续 点 ,但 又 不 允许 有 “ 太 多 ”的 
不 连续 点 . 秋 积分 的 可 积 汪 数 受到 一 定 限制 
曼 可 积 函 数 的 积分 运算 不 完全 是 微分 ( 求 导 ) 运算 的 道 运 
算 . 六 和 在 沁 社 的 桨 和 可 积 函 数 /Cz)( 如 [e, 科 上 有 有 限 个 第 一 类 
间断 点 的 函数 ) ,在 进行 积分 运算 | | /C1)di] 后 再 进行 微分 运算 
二 | Apdrj ,不 能 还 原 为 函数 /Cz). 


在 La,0] 上 的 歼 曼 可 积 的 函数 列 {f,(x)), 它 的 极限 函数 
flr) (HY rELa,0), (Jf, (x))} 都 收 合 , 且 limJ,(x) 二 (x)) 在 
La 上 不 一 定 仍 然 黎 曼 可 积 . 

以 上 是 定 积 分 存在 的 缺陷 . 此 缺陷 导致 了 勒 贝 格 积分 的 产生 ， 
从 而 推广 了 黎 曼 积分 . z 

2. 使 用 换 元 积分 定理 要 注意 哪些 问题 ? 

答 。 换 元 积分 定理 即 定 积 分 的 第 二 换 元 法 . 因为 第 一 换 元 法 
实 际 上 不 写 出 中 间 变 量 , 所 以 不 考虑 积分 限 的 变更 与 变量 间 的 对 
应 问题 . 第 二 换 元 积分 法 则 要 注意 : 

(1) 要 保证 ¥(1) 的 值 域 包含 在 f(x) 的 连续 范围 内 ,并 在 端点 
有 对 应 ma) = 二 a 和 9(B) = 5b, 但 不 一 定 要 求 x+ 二 g(t) 是 单调 且 一 
一 对 应 的 . 


(2) 变换 后 定 积分 | /CgC)Y (dy 的 上 限 8 和 下 限 “必须 与 
原 积分 上 限 5 和 下 限 a 相对 应 , 同 a,8 的 正 . 负 、 大 .小 无 关 . 


万 法 \ 技 巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 的 内 容 比 较 多 ,特别 是 变动 上 限 积分 函数 与 定 积分 计算 
涉及 的 面 较 广 . 以 下 我 们 逐个 问题 加 以 讨论 . 


一 、 变 动 上 限 积 分 质数 

变动 上 限 积分 的 特殊 性 是 ; 它 是 一 个 孙 数 ,而 且 还 可 以 是 一 个 
复合 限 数 . 因此 ,人 研究 变动 上 限 积 分 就 要 像 研 究 映 数 的 全 面 性 态 那 
样 , 认真 讨论 .分 析 和 论证 . 还 可 以 利用 学 过 的 所 有 方法 并 结合 定 
积分 概念 来 考察 . 

1 利用 变 限 积分 国 数 求 极 限 和 论证 极限 

利用 变 限 积分 细 数 求 极 限 , 可 以 应 用 洛 必 达 法 则 和 定 积 分 不 
等 式 进行 .在 解 题 中 注意 验证 条 件 . 

例 1 求 下 列 极限 : 


sin W tdi 
(1) lim 天 | lIn| 1 十 天 jdz (2) lim 一 一 一 
ear) -x2 
(3) lim 人 (4) lim = | ee di; 
了 -十 < ge dz xf 十 co 渤 
| sinrzd: 
(5) lim 一 一 一 一 . 
ZO . 才 
解 (1) 因为 洛 必 达 法 则 不 能 直接 用 于 lim 人 3, 所 以 先 求 
.f(x7) / (n) f (Xx) 
| ， ， 
him 7) 然后 依 海 涅 定理 ,得 lim 于 ny 一 im oer)* 故 由 
| ma + 1/ Vd 
lim > 加 
tf 二 co Vr OO 
jm 2inGl 十 1 vz) (3| 
Tt LV 0 
|— z+ ja 十 1/ Vz) 
一 一 2 lm 一 一 一 一 一 一 2， 
了 -十 ca | 3/2 
2 7 


2 
12 1 | sin VvV td 2 1 2zxsinr 2 
ot 人 0 rn 37° 3 
， I 2 2 了 了 2 
|e dz | 1 29. | dx 
(3) lim 一 一 -一 2 一 lim — 
文 一 十 oo | 7 7 了 -十 ce ec 
0 
| dz oy se” 
一 2 lim 一 | 一 一 ;二 0 
十 co < OO T 一 十 co 
ee 2e 


Ti 1 
了 工 ~ 十 So 十 ph 2 
sint?dt ， ，， 
， | 01 LL ,1. sin(sin’ xz)cosz 
i 
i sin(sin’z) 1sinzl” 1 1 
0 Sin2x ba 3 3° 
例 2 求 下 列 极限 : 
| (1 十 sin21) dr | Garctanz)’dz 
(1) lim 一 -一 一 ; (2) lim 一 


0 十 二 zz 十 ce 了 十 ] 
2 ， 
| {132dr Vv tanrdr 
0 


(3) lim 天 一 一 一 一 一 ; (4) lim » . 
?| zo— sint)dr 0 | V Sin 并 人 
0 0 
i 
解 (1) 原 极 限 5)— lim (1 十 sin2z)z 
下 
_ 1 ,sin27., 
= lim (] 十 sin2r)™* 和 ”一 ez 
TI—* 人 0 
- 2 
(2) 原 极限 二 lim | Carctant) df 
7 二 oo 


. 症 
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| (arctant ) “dr 
心 


了 TT” 
一 jin 一 | 一 lim (arctanr)’ = 一 . 
re 二 ce x OO 二 co 4 
Oi LL  ，， (x) 2x . pe 
oi]inmn 一 一 一 一 
(3) 原 极限 | 0 | ot TT Sinr) ,+ sinz 


依 泰勒 公式 xz 一 sinzr 一 /6 十 oCzs), 则 


四 ph 

原 极 夺 一 xz56 

(4) 原 极限 3 lim cosz Vtan(sinr) 
0 -0+ Secz Vsin(tanz) 


. tan(sinz) 1 
一 ]im | 一 一 一 一 一 一 
十 


一 2， 


ot LSsInCtanr ) 
lL OY sinx tanx | _ | 
ot sinx tanxz sin(tanx) 


例 3 ”确定 常数 a,b 的 值 ,使 im| 乞 十 十 十 点 | sdz | 为 有 
限 值 ,并 求 出 极限 
解 “利用 泰勒 公式 se ”二 1 一 十 亏 # 十 0(1), 则 


原 极限 = lim 十 1 十 二 | 
站 A 4 Jo 


一 上 后 十 3 + ods) a 


i a 了 bp x 加 
一 lim | 包 十 了 十 二 | 3 十 本 十 下 
= im|l 一 子 京 + 十 仿 志 十 了 十 oCD | 


要 使 极限 为 有 限 值 ,应 有 a 一 二 二 0,1 十 5 一 0, 故 a = 一 于 
一 一 1, 于 是 
原 极限 王 lim | 碌 十 oz) |= 二 
例 4 确定 a,6b,c, 使 得 


lim 2 Sn 0). 
1 | [lin C1 + #2)]/tdi 
bh 
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解 ”因为 -一 0 时 ,az 一 sinz 一 0, 但 < 天 0 所 以 
了 3 
lim| dr 一 0 ， 


站 
故 2 一 0. 由 洛 必 达 法 则 ,有 
. aT 一 Sn Tt ay — SiNx 0 
jm lim 1— 


ma -一 
机 | [in(t 十 £3)] /dt | Ina 十 13) /rdt 
i 


lim(a 一 cosz) 川 2 二 工 


全 


1— 人 0 1 二 
. Xla 一 COS 工 ) 、 
一 lim Tha 一 COSZ- (无穷小 代 换 ) 
-0 村 
im 4d ~ COsT _ 
X00 x 


因 分 母 当 福 _ 0 时 极限 为 零 , 改 limta 一 cosX) 二 0, 解 得 a 二 1. 
从 而 


et 1 一 coSZ 1 
‘TT ps Xx” 2 

例 5 讨论 以 下 函数 的 连续 性 : 
sin?(e” 一 1) 
er 一 1] 


/ (rx) 一 2， 二 0， 


TT > 0， 


二 | cos 大 dr， 7Y << 0， 
Jo 


解 J sin2(e — 1) i sin2(e 一 1) 


xD 2(c 一 ]) 


0 ce 一 


lim 1 | cosrd 5| 二 lim cosxr” 一 上 天 2. 
所 以 ,f(x) 在 x = 0 处 间断 . 

2. 求 变 限 积分 函数 的 导数 

求 变 限 积 分 图 数 的 导数 ,只 需 用 公 陈 


二 | /d= 7LgCz)]g(z) — /Lyn) YY x). 


一 全 
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其 中 / (1) 为 连续 函数 ,PCZ) 和 yl(x) 为 可 导 果 数 . 
例 6 求 下 列 变 限 积分 函数 的 导数 : 


x dzr COST 
DE 0 eer 

rr 1 十 a sinx 

I 一 到 

(3) islint<dz ; (4) ee "| f(t) dz. 

2 工 0 

(1) | -二 - 2 

dx A tr VITze VIiTz 

(2) a cos (nt) di 

J sinr 

一 一 SINXCOS(NCOS*T) 一 cOSXCOS (nsin’z) 

一 一 sinzx|lcos(nx 一 Ancos:z) | 一 cosxcos (xsin’z) 


= (siNnx 一 CcOSZX)cos (nsin:x). 
d COST , 

(3) 二 | tsint*dr 
dx 2 工 


一 一 SINX * COSXSIN (COSX): 一 2。2zr ， sindx’ 


一 一 方 [sin2zsin(cosz): 十 8zsin4z2 |. 


d | fa rs 
| | "Tfona | 


一 cj “。( 一 e | fd 十 ele “f(z) 


= eh " | Far) 一 时 | /eal. 
例 7 求 下 列 方程 确定 函数 的 导数 ， 
(1) | ea 十 | costd: 一 0, 求 92， 


Mo 


(4 


sint 
(2) | d+| e “dt 一 0, 求 和 


解 利用 隐 函 数 信 导 方法 
“400， 


各 
工 二 二 


》 dy dy Cosx 


c 十 十 COSZ 一 0 一 > 二 一 oy 
. ， ,2 
yy ||- 0 e ， 
y dr zx dx Xsiny 


由 于 工 一 1 时 ,| Sdt 一 0, 故 y 一 1, 代 入 得 


dy 1] 1 
dr|l,-! 1.sinl esIin1l 


例 8 求 下列 函 数 的 导数 ; 
, 3? 一 工 _,2 dz 
(1) yy 一 yCz) 由 方程 sinz 一 | e di 确定 , 求 了 3 o>, 
y dt diy d2zx 
(2) 二 | Wr 求 了 3 
(3) 工 二 | sinudw ,y 一 | cosvdw, 求 中 


(4) 工 一 | sinwidu,y 一 cosr, 求 色 

解 ” 题 1)、 题 (2) 是 隐 范 数 求 导 问 题 , 题 (3). 题 (4) 是 参数 
方程 求 导 问题 . 

(1) 两 边 对 工 求 导 , 得 


:一 江 dy yr)? 
costT— ee ) (y 一 1) = 0 一 = e ”cosz 十 1， 
“ 。 —r): d 一 开关 
5 一 一 sinze' 十 20 一 xz 入 一 1je "cosr 
a 


只 
《一 ) 【和 一定) " 
一 e” [2(y— xr)cosire 一 Sinz |. 


1 dy dy /和 二 
1 一 1+y dz dr 1 十 》 9 
dy Yy dy yy /TT 
i Vly =y 
dx V1 二 yi d 1 十 入 
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dr 1 
dy Viy 
2x y y y 


dy 1+y VT VO yw) 


dy y¥y cost 


3) 一 一 :一 一 一 二 COti. 

(3) dr x sint 
dy y — sint’ »。 4 六 

(1) 这 二 = 9 
dr sint” »， 21 


例 9 设 /(z) 为 定义 于 zx 之 1 上 的 如 下 连续 函数 , 求 4 


F(x) = | = 十 mnz| fd 
解 ”将 积分 号 内 x 移 到 积分 号 外 后 求 导 ,得 


= (+ f+ [2 +inz) fo). 
半 者 .让 人 0 rr 

合 届 大 ) 一 | df 来 1 

| 10 1 z) 一 | =' 求 站 子 ,其 中 


g(r) = | a 十 sin(f#?) Jdz. 
解 ”因为 


fr) = 
Vl 十 £2*(x) 


1 . ， . 
一 一 -一 一 一 一 L1 十 SinGCcos-) | (一 sinz) ， 
re TJ sinz 


蜀 用 了 | 一 | 十 sin(t’) jdqr = 0， 


所 以 /| 可 = [+sino]( 一 D = 一 1 
例 11 设 /(x)= | Vi 二 ww |di, 求 /"(z). 
解 ”因为 , 依 分 部 积分 法 ,有 
f(t) = 日 其 VT wdu|| 一 | V1 十 sintcostdr 
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一 z| V1]udrC— | 1] 十 sin!tcostdi, 
1 0 
故 ” 广 (Cz) = | V1l+uidu, f(x) = v1 十 sin zcosZ. 
1 
例 12 设 /(x) 连续 ,求生 | /Cx — +?)dr. 


解 因为 | rc pd 1 faddu. 
0 0 


所 以 El | 一 :dr |= 元 二 | fuwdu = rf 7 ). 


3. 用 变 限 积分 函数 研究 函数 

利用 变 限 积分 函数 研究 函数 的 性 态 在 理论 上 更 具备 充分 性 ， 
因 而 反映 的 函数 性 质 也 更 有 说 服 力 . 在 利用 变 限 积分 省 数 研究 上 果 
数 时 ,一定 要 先 考 察 图 数 的 可 积 性 ,并 严格 应 用 求 导 或 求 积 法 则 . 

例 13 研究 /f(zx) 在 z= 二 0 的 连续 性 与 可 导 性 . 


工 二 cosz 7 0, 
A 
0， 二 0， 
f(x) = 
| cost’dr 
- » > 0. 
A 


TZ- x ] 
| cost’dt ,1 
lim /f(zx) = lim 一 lim cosz。2xz = 0， 
re0T xr-0t ~ -0 十 
所 以 jim (7) 一 0 王 上 /0), 国 数 在 zx 王 0 连 续 . 
又 三- (0)= lim f(D 一 0) in -一 SosZ 一 二 ， 
0 和 了 一 站 “A 2 
yy | cosrt’dir 
太 (0) 一 lim 1(7) 一 /0) =— lim 一 -一 -一 
0 这 0 十 人 
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了 27xrcos 


xz 一 0 eX 
所 以 三- (0) 和 有 太 : (0), 函 数 在 x = 0 不 可 导 . 
例 14 设 f(r) 在 L0, 十 ee) 上 连续 且 满 足 姐 干 方程 , 求 
/ (2). 


rx (r+1) 
| f(t)dt = 2. 
0 


HLzCl 十 z)j]。(2z 十 3z2) = 1, 
显然 , 当 工 1 时 ,AFLzz(i 十 7X)] = 二 f(2). 故 


yl 1 
/ (2) 一 27 十 3Z1 =1 5 
例 1S 对 函数 /zcz) 求 广 (0). 
(Cer 一 1)di 
f(7) = 一 人，Zz 天 0， 
OO ， 过 一 (0， 
I i 
I 2 
| (e 1 )dt L' re 
各 
例 16 人 在 (a,6) 内 f(x) 二 0, 证 明 : 
F(z) 一 二 一 | f(ydi 在 (a,b) 内 是 单调 减少 函数 . 


证 依 积 分 中 值 定理 ,J € [a,zx] CC [a, 如 ;使 
| fa = /bd 一 站 一 For) = f(é). 


又 F' (rx) =- 一 去 二 | fd + -For) 
(《 工 TT—a 


一 -一 一 [LAGz) 一 £(§)], 


出 /f(T) 过 0 知 /(xr) 单调 减少 ,f(r) — /<0, 所 以 F'(7) 一 
“404。 


0, 故 下 (7) 是 单调 减少 国 数 . 
例 17 证 明 : 若 f(x) 是 周期 等 于 了 的 连续 呆 数 , 则 
lim | f {di = 去 | /de 


十 ~- 十 Oo 


让 VYV Zr 二 ,3 nEN, 使 nT 之 XY 三 (nn 十 1)T ,而 XxX 一 > 
十 coon 一 ~ 十 oo. 且 知 fC(z) 在 L0, 十 oo) 上 有 界 . 设 x= 二 nT 十 
uw,0 过 之 荆 , 则 


JADd i er 


-加 到 | +) t+ | far 

一 = lim -二 Te E | f(t)dt 十 | fd | 

一 一 lim -地 半 一 -TT 地" f(t)dt 十 | f(Ddt | (| fa 有 田 

一 到 | codz 

例 18 设 f(z) 是 以 T 为 周期 的 连续 函数 ,证 明 ;F(r) = 
| /qt 是 以 了 为 周期 函数 或 者 是 周期 函数 与 线性 函数 之 和 | 


I 十 了 1 了 十 二 
还 F(zX 十 了 7) = | /Gdt = | fdi+ | .| f (di 


~ F(x) + | far — (7r) 十 cc， 
当 c = 二 0 时 ,F(z 十 T) = F(z), 故 F(x) 是 以 全 为 周期 的 周 
期 国 数 . 
当 c 关 0 时 , 记 p(x) = F(x) 一 示 X, 则 


XTTT)=F(r+TT) 一 未 (7 十 T)=F(r 十 T) 一 c 一 东 x 


= F(r)— 示 7 = g(x), 
BP gkx) 是 以 了 为 周期 的 周期 图 数 . 所 以 
。405 。 


PCz) = p(x) 十 去 
是 周期 涡 数 与 线性 哨 数 之 和 . 


例 19 设 f(r) 二 | 2 0 


dt ,x 和 《一 1],1), 证 明 : 
px) 十 wo 一 z) = Hr). 


证 [gC7) 十 p(x)] 


| 


-ml 一 Znd+z 1 xa), 
. 站 Ee 
1 了] 11nd 1 2 
x a9) -3 Fe = za 
] 了 
由 [wz) + pC(— x = 97) | 
类 PCXZ) FH Xx) 一 Sz’) 十 c， 


取 x = 二 0 代入 ,得 c = 二 0; 所 以 g(x) 十 m 一 z) 二 (7). 


例 20 设 f(x) = | nf zr € (0, 十 oo), 求 川 过 |+ 
1 十: x 
f(x). 
解 。 先 求 /| 二 , 作 代 换 一 二 ,得 
1 l/* nz < jn(C1y7ze) 1 + In2 
7)- | ] 十 rt | ] 十 Td uu | (1 十 yd 
=- | nu) * lnw 


ut 


1 & 加 1 了 十 

所 以 /| 二 j+ f(x) = neg, ~ Ln 

TT ] i 2 0 

例 21 设 /(x) 在 [1, 十 ee) 上 可 积 , 且 > 盖 0, 求 函数 
F(x) 一 | 二 十 ln7 -一 扣 十 Inz| fd 
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了 


du = | 于 du — f(x), 
] 如 


一 六 Inez 


的 极 值 , 


,~、 dri2 “| (12 
PP (7) 一 3 | + lnr] | /ood: | 7 十 |nf fde 


/ (7x) 


- 
= | 一 名 + 二] Aopd + | 全 +lnz 
ys TI + 


ee 


< 十 inz| f(x) 
4 


令 F'(r) = 0, 由 | fd 放 0 天 , 驻 点 为 x = 二 2. 而 当 xz 之 2 时， 
FF (z)<0; 当 >2 时 ,PCz)> 盖 0. 所 以 当 过 一 2 时 ,已 Cz) 有 极 小 
值 FF(2). 


例 22 证 明 :f(x) = 土 | e dy 在 (0,， + oo) 内 单调 增加 . 


二 | ve” 一 | sd]- - | ed -一 | ed 
二 | ce ce yd ~ 0， 
A J0 
所 以 ,f/f (Xx) 在 (0, 十 ce) 内 单调 增加 ， 
例 23 设 /(7) 一 | 一 大 )sinztdf EN 证 明 : 


PETE 

证 因为 (x) = (x Cx)sinYr = xr(l — zr)sin*r, 则 
f(z) 与 7(1 一 xz) 有 相同 符号 . 当 工 过 1 时 ,f(x) 守 0; 当 z= 二 1 
时 ,/ (一 1)==0; 当 zt1 时 ,f/x) 二 0.— 故 f(x) 在 x = 二 1 处 取 
得 最 大 值 , 所 以 


1 l 
/(r) 夺 10)= | (1t — ££*)sin”tdr <| (t — {f°)t™”dt 
0 0 


-1 1 1 
2 十 2 2 十 3 (C2n 二 2) (C2n +3) 
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证 f(x) 


(7) < 之 0. 


例 24 设 /(7) 二 ja 一 站 ini 二 pid 证 明 : 当 工 盖 0 时 ， 
f(x) < 
让 因为 站 Cr) = 二 (一 rnd 十 nz); 令 (x) = 二 0; 得 驻 


点 X= 二 1. 当 0 过 XX 之 1 时 ,六 (Xx) 这 0; 当 xX 这 1 时 ,A (zx) 之 0. 所 
以 f(1) 为 最 大 值 . 


1 
71z) fj) 一 | 4 — ft)ln(l + nt) dt. 


因为 上 > 盖 0;,0< jn6l 十 四) 和 甩 Ni 故 
jz) 委 JI1) 委 |a — 1)ntdt = 于 
例 25 f(x) 在 La,5] 上 连续 , 且 f(x) > 0. 设 
本 -二 1 
F(r) = | f(t)dt +| Td 
证 明 :(1) F(x) 之 2;(2) F(z) 在 [a,6] 上 只 一 个 零点 . 


、 7 、_ f°(7) 二 1 2f(r) 
证 (1) F(zr) = /(7) + = f(z 之 之 Fr) 一 2. 
(2) 因为 户 (x) 之 2, 所 以 F(x) 是 单调 增加 国 数 . 又 


(cz) = | TCDd/ << 0， FO) 一 | /car > 0 ， 


所 以 F(x) 在 [Lao 上 单调 增加 且 两 端点 异 号 ,由 连续 函数 的 零点 
定理 ,F(x) 在 La,b] 内 有 惟一 的 零点 . 
二 、 定 积分 的 计算 与 证 朋 
1. 定 积 分 的 计算 
一 般 来 说 , 定 积分 的 计算 只 要 求 出 被 积 函 数 的 一 个 原 函 数 , 再 
应 用 牛顿 - 莱 布 尼 欧 公式 即 可 得 出 结果 . 求 原 函数 的 技巧 已 在 不 
定 积 分 中 叙述 ,对 于 一 些 特殊 问题 ,如 根 式 .绝对 值 、 分 段 函 数 、 对 
称 区 间 上 的 奇偶 函数 等 ,是 我 们 应 该 重视 的 . 
先 用 牛顿 - 药 布 尼 茨 公式 计算 定 积 
例 26 计算 下 列 积 分 : 
* 408 。 


A 1 
(1) | V2— rdr; (2) | V2T— rT dr. 
0 0 


R 

解 ” 由 于 | YVR" 一 Zidz 的 几何 意义 是 以 原点 为 图 心 .R 为 
半径 的 上 半圆 的 面积 ,所 以 

| VR — rdr = FR’, | VR:— rdxrx = 二 AR 

一 办 0 
由 此 可 以 得 出 : 

《2 ] n 
G) | V2— Tdr= TV2) = . 
(2) | V2r CO— Xdx = | vl— (rzr— 1)’d(r 一 1]1) 


一 二 (1 二 一 


4 

例 27 计算 下 列 积分 

(1) | 由 WwWcos 一 COS dz; (2) | Carcsinz) dv ， 
一 172 


nx/ ] 一 x 


/ 
(3 ) | ln 1 蔗 |arcsin vl1— rdzr; 


co [Cr+e )f(z) 二 T+ (re  )f( 一 z+)]dzr,/(zx) 连续 . 


解 。 由 于 积分 区 闻 是 对 称 区 间 , 因 此 可 以 利用 对 称 区 间 上 奇 
偶 函 数 的 积分 性 质 . 
(1) 被 积 衣 数 是 偶 函 数 , 故 


ni/2 rn/2 
| VCoOsT 一 cos:rdr = 2| Vcosrsinrdz 
— /2 0 


COsE 


/2 1 4 x/2 
一 一 2| (cosx)' dcosr 一 一 全 (cosT) — 
0 0 


(2) 被 积 函 数 是 偶 函 数 , 故 
| (arcsinr ): 


一 172 ] 一 并 


4 
了 


172 
dz 一 ?| (arcsin.r):darcsinr 
0 


1 . 1/2 六 1 x A 
~ 一 2 ™ 局 S ; | 一 5| 一 . 
3 (arcsinz) , 3| 忒 304 
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(3) 因为 In 二 = 是 奇 函 数 ， 而 arcsin V1 一 x 是 侦 涵 数 , 所 
以 被 积 琢 数 是 奇 丽 数 训 


| ln | 一 一 arcsin V1 rdr 一 10. 
-1 1 十 并 


C4) 因为 CE 十 ef) +4 (Ge) f(z) 

= xr[f(r)+ fz)]+e LAr) 一 乒 一 了 )]， 
而 /zz) 十 /一 zz) 是 偶 函 数 , /xz) 一 扩 一 Z) 是 奇 浮 数 , 芝 是 奇 郴 
数 ,e ”是 偶 函 数 ,所 以 被 积 函 数 是 奇 函 数 , 故 


COST 


| [(r+e fr)++ (re )f(— zx)ldr = 0. 


G) | a 2) | 
解 ” 当 不 能 直接 求 出 原 消 数 时 ,可 采用 分 段 积分 ,设法 消去 


不 易 积 出 部 分 . 


0GT=| =| +| = + 


一 Z 
22 2 
ie 十 e- TT 二 十 7 


| dt d 
ie 二 ee Le 十 i 
1 x 2 2 
二 一 |」 一 一 一 一 d+7 | 二 二 4 
j .二 去 eT ee 


0 


2 
一 一 一 1) 十 ?| 二 -一 一 1 十 2| de ; 
二 er’ 1 ee 


-Sin4Zzdz， 


n 
二 一 了 十 二 | arctane 一 了 | ， 


所 以 be 


Nn/2 e” 十 ] 一 
-xx 十 e 


li irdxz 


C21=| 


ss AlO® 


/2 "SI 并 
一 | sinixdx 一 | -dxz， 


x -ri2 1 十 e 
/2 Si1nt 人 六 六 一 一 ! /2 sin’z 一 ， { 
而 dX 一 一 一 -一 一 一 一 一 -dt ( 同 乘 以 e ) 
T ] I | i 
-rz 十 ee “21 十 € 
mi/2 { Kr 2 + 
Ce . e . 
一 | sin!tdt 一 | -Sin‘xdx， 
-x/2 十 ee -x/2 1 十 e 


代 回 , 移 项 除 以 2, 得 


1 = 二 | sin4zdz 一 | sin'zdz 一 
2 /2 0 16 


例 29 计算 下 列 积分 : 

(1) | 4cosodo， (2) | V1i— sin2rdr,N € N. 

解 。” 对 于 周期 也 数 ( 周 期 为 了 ), 有 以 下 积分 性 质 : 
| fdr)dz 一 | fc)az 一 | Acodzr， 


nT 1 
| f(x)dr = | f(x)dr, 


2 


od 不 
| coszdzZz = | cosxrd.rt = 0,， | 
0 一 天 0 


其 
sinxdx = 0,， 


R 2 页 
| cosrdx = | coszxdx = 0. 
全 


汽 


x/2 Ni2 nx/2 
(1) | , 4cosi0d0 = :| cosi0d0 = 2| (1 十 cos20)*d0 
— A/? 0 0 
XK/ 
一 ?| (1 十 2cos20 十 cos*:20)d0 
总 


7A2 ] 
一 ?| 1 十 2cos20 十 pe 十 cos40) jd 
7 nx/2 7 2 
一 3。 了 十 4| cos20d0 十 | cos40d0. 
0 0 
其 中 cos20 的 周期 了 二 x,cos40 的 周期 了 = 7/2, 依 上 面 公 式 ， 


ni2 /2 
| cos20d06 = 0,| cos40dg = 0, 才 
0 9 


n/2 3 
| 4cos:ldl = pt 


一 地 /2 


* 41i， 


(2) | v1] 一 sin2zrdz 中 sin2X 周期 工 二 7, 故 


0 


7 一 ~N| / (cosr — sinr)“dr 


开 / 生 元 
一 N| (cosx — sin7)dx 十 ~| (sin 一 cosx)dr 
n ; 


7 4 


一 2 v 2 入. 
例 30 ”计算 下 列 积分 : 
2 7 3 dz 
1) | pr i 人 | Xl 十 区) 
— 2r nr 1 
(3) |e dx C4) | -cz 
0 oe 一 60e 
xdr = 了 | 各 二- 于 
和 | i) id 
- 工 tt 一 | d(CZz 十 1/2) 
2J! Xz 十 xX 十 1 2J1 (zr 二 1/2)* 二 3/4 
1 ? 2 1 2Z 十 工 | 
一 > jn jz +z+il| 于 arctan 7 | 


- Jin 了 一 一 |aretan 2 一 arctan V3 | 
2 3 /3 3 
V3 dz 5] 二 rT 一 x 

(2) | zl 二 x) | Z2(1 十 并 ) oT 

-| 1 -| dr 

] x’ * 1 1 二 

!| V3 | V3 3 A 

一 一 一 一 Aarctanxz 一 ] 一 一 一 一方 ， 

1 一 ?rz yr 1 We 一 2 
G) | e ”dz [er zdz =— |e d(— 2x’) 

0 4 0 
1 -xz lll.. 
加 4 0 ql 1| 


(4) [RN 
oo 一 le Jo(e):—16 (Ke 一 4)(e 十 4) 


| 1 ]】 
一 一 一 一 一 一 本 一 |d 
8Joe 一 4 ee 十 4 


1 


= [in In3] 
例 31 计算 下 列 积分 : 
CD | 一 2 一 3ldz， (2 ) | 一 ld 
(3) | zl V16 一 zzdzi (4) je 一 e |dz; 
《5 ) | Vsin50 一 sin50dzi (6) | I27 — a — bldz. 


解 ”由 于 被 积 函数 含有 (或 隐 含 ) 绝对 值 记 号 ,因此 要 根据 被 
积 函 数 在 部 分 区 间 上 的 正 负 ,分 区 间 求 积 . 

(1) 因为 (一 2, 一 1) 和 (3,5) 上 被 积 图 数 大 于 零 ,在 (一 1，3) 
上 被 积 了 图 数 小 于 零 , 所 以 


_ 3 
1=| ‘(x — 2r— 3)dr— | (zz2 一 2r 一 3)dz 


一 < 一 】 


5 
十 | (zz 一 27 一 3)dz 
3 


_ {x 2 1 ] 
= | 到 szr| | 。 医 2z| 一 1 
3 | 
+ | T az ,一 3 
人 | lz. 
[em zld= | 70 md 一 | 了 | 一 3 7 
当 六 之 1 时 ,有 
Cf ng 1. 
| zld = | zc 1)dt = | DT | 一 了 9 
当 0<<z< 1 时 ,有 
1 工 ] 
[zld=| — pdt | tl — rd 
0 0 z 
RA 1 
2™ ;| ,十 | 5 一 了 3 


1 rt 
(3) | zl v16— 2 dr 
一 起 
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| | 
=| 一 并 VI6 一 rdz 十 | zx V16— rx:dx 
4 0 
1f° J ， 
一 二 | (16 CO— 7*)' dd(16 一 天 
2 -1 
lf ,1 ; 
一 | (16 OO— xz) *d(16 CO— Xx) 
2 J0 


= 池 | (16 一式 ) | 


一 六 


[2 ,2 ”| 
5 二 (16 TT”) , 
1 21 + 0 I 立业 ?7 I 
CD | |e -eldz= | (e 一 ee dr + | Ce 一 e )dz 

-1 _] 


1 

0 
0 pa 证 
1 


一 】 


1 


(5 ) | vsinmsl 一 sin’0d0 = | lcos0| (sin0)3 2d0 
0 0 


bP 不 
一 | cosO Csing)/2d0 十 | 
0 


无 


《一 cos0) (sin0)32d0 
/2 


MA 2 2 /2 4 
一 ?| (sin0)3 ?dsin0 = 2。 二 (sing0752 一 一 ， 
0 J 0 J 
(6) 记 zy = 2 一 po 二 ?| 一 & 二 | , 则 
川 23 一 zj=21 一 xz 一 2 用 人 二 zj， 
2 2 
故 /(z) 关于 直线 了 一 人 二 对称, 有 
了 三 
| 12r—a—6l=2| 2 一“ 村 2ldz 
好 (本 十 六) 7 2 2 
ff a++56 ba) 
和 | 2 |dz 2 l 
例 32 计算 下 列 积分 : 
T ， 
(1) /n= + 之 0 求 | f (27x — 1)dr:; 
] 二 x， TT < 0， 一 
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1 一 2 委 工 < 0， 
2 
7T7， 0 和 过 工 扎 1， 求 | maxf 人 zz dz 
一 上 
EE < 


(2) max {x ,x 


1 
] 十 工 TT 之 0， 2 
(3) f(x) = 求 | f(r — dz; 
| ， 廊 三 0， | 
1 十 e- 


sinr， 0 和 过 工夫 T/2， 
(4) rz) =x, xz0, g(r) 二 | < 
0， 并 > T/2， 


求 | FogGz — Ddt Cr > 0). 
解 ”分 段 函 数 的 积分 要 分 段 计 算 . 对 于 函数 中 变量 的 代 换 ， 
要 注意 准确 性 . 
fr — D1 i + 之 1/2, 
i 十 (27 一 1)， Xz < 过 1/2. 
| fC2x 一 1)dz = | 6 十 (2X 一 1) jdz 十 | je dz 


一 1 "|| 1 1 
Es GT 27 1) , 2 © 本 2 (13 ce ). 
2 0D ] 2 
C2) | max{z,z*)dr = | ridr + | zdz 十 | xidz 
2 —2 0 1 
Tl jl, rx:_1l 
3 2 2 |o 31 2° 
工 ， 工 之 1， 
区 
(3) f(x 一 1) = | 
了 | 
] 十 e 
2 
/zx— Ddr=| dz 十 | dr 
1 0" 工 十 ee 
= ln|z| + | se gr=ln2— | + 
1 ?] 十 "ee 十 1 


= jn2 一 inle 一 十 | | 一 jn(e 十 1). 


(4) 设 x 一 一 丰 则 
一 | oogGz — 1)dt 一 一 | fr — wglu)du 
0 x 


一 | /0 — t)g(t)di. 

0 
sint, 0 < 上 所 T/2， 
0， t > TI/2， 


| c -Jsintdt 一 工 一 Sinr， 0 和 过 工 所 T/2， 
故 = 


因为 /rz 一 站 一 工 一 47 之 oz = 


T7 2 
| (TO— t)sintdt = XC— 1,， > Xn/2. 


2. 用 换 元 法 计算 与 证 明定 积 

换 元 法 计算 定 积分 的 关键 是 第 二 换 元 法 的 换 元 积分 公式 中 
“ 换 元 必须 换 限 ”, 必须 准确 实现 . 

例 33 计算 下 列 积分 : 


3 4 - 
| arctan Vr arctan VY + di, C2) | dx 


v7(l 十 之) 1 Tx(l1 十 Vx) 
l 2/T 
G) | cz | a) | 二 sin Ldx. 
1 十 ee 17r v 定 A 
解 G) | arctan VY xr x -| arctan wz2d vr 
Vrl+r) 1 1 十 (CCwzyhi 


3 
一 ?| arctan wdarctan Vv x = (arctan V xX) 
| 1 


=— (arctan V 3 )* — (arctanl)’ = rt. 


) | dz =| dx 
17(1 二 Vx) 1 Vr Vri(li Vr) 


1 yrT(]-T+ vxrx) 1 AWAY A 1 十 YY 
， Vr | 2 ]) ,3 
= ?91n 7 = | =2 in 3 jn 7 | 一 2ln 4 
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1 a 1 
|| | d(1 二 e ) 
"十 e 


1] 十 ee ”了 十 上 
一 
nll+ie | ln2— ln 1 十 去 | 
/x 2 7 2 7 
GD | Lsin Ldr =— | sin Ld 土 =| dcos 上 
TT l/r lx 
1 2 
一 COSs 一 一 
.二 |x 


例 34 计算 下 列 积 


(1) | = -一 一 dx (2) | Va’ — rdz:; 
0 0 


] 十 
v3 dr dr 
G3) | 一 一 一 一 一 一 ; Co | -一 一 ， 
! ZX Vl+r ‘Tr Vr—!l 
解 ”本 例 用 第 二 换 元 法 的 三 角 代 换 求解 . 
| 于 — 并) 
GD jz 二 7 
之 二 Si /2 一 i 
es 人 ostdt = | Csint 一 Sin’t)dt 
0 COSt 0 
( 3_ 1 
一 《一 cos1)| |， 一 2 一 一 


( 利 用 | sinzdz 的 孔 里 士 公 式 ). 


a T=dsint fr2 ，，， 
(2) | va:— rdr | a’sin’:ta:cos’rtdt 
从 性 
at /2 
一 本 | sin’ “91dt = | (1 一 cos47)dr 
a CQ; in4; </ 2 na 
-一 一- 一 一。 一 sin 一 一 一 
8 2 8 4 16 
G) | v3 d x 一 tant | secCczr 
i 人 ] 十 六 n/ad tani * sect 
x/3 I I XK/3 
-一 | (sini) “idsint =— (sint)! 
| /4 
_ AD 2 vf 3 
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PP 


一 3 。 tant /3 工 
(4) | dr 2 | scct 。 1a d= Tt 


/Tr Vri—l a4 SECt * tant “4 12 
例 35 计算 下 列 积分 : 
1 Tdx (2) | dz 
| V5— Ar 4 VT 一 过 一 1 
-al + 1n 
( | = YE — i, (4) | Nl1—e “dx. 
e 二 3 0 
! Xxdx 5 一 4 一: [ (5 — £2)(— 1/2) 3, 
解 G) | -一 
Gd 一 [一 = 到 
= [一 d= | 2 a 


-dt 
i12t— 1 


| dx V1 一 工 一 : | 一 21 
1 二 1 一 1】 1 7 2 

一 2 一 一 一 一 dr 一 21 一 nt 一 1)]| 一 1 一 2ln2. 
0 1 一 上 0 


hs or /er 一 1 Ver—1=t f(1 十 纪 )f 2tdt 
G) | Ye ldr 一 一 | 二 4 1 十 六 


1 
-一 2 一 Aarctan 5 | 一 4 一 不 
2 Jlo 
tn2 一 >T -一 Sin n/t ost 
4) | M1—e dr 一 二 | cosl| 一 |d 
0 上 过 各 
xn/ rn 和 7 2 T 2 
= L 二 sazdr 一 | < 一 | sintdt 
nie Sini n/t SinNt x 
x/2 ni? 3 
一 jn|csct 一 cott 十 cost 一 ln(2 十 V3) 一 -了 
AD R/O 
例 36 计算 下 列 积分 : 
ln(1 十 Z) | | arctanz | ， 
GD | 1 十 并 CT (2) ol 二 xr 
/2 Sn 
(3) | -dr 
0 @ 十 e 
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2 vin(9 一 工 ) 十 TE 
解 ” (1) 今 x 二 tant,dx = sec*tdt, 则 


| ln(1 十 7) 加 | in(1 + tant) 


2 
- » sec’tdi 
， 1 十 x » 工 十 tnat 


rr 


x/ 4 ! 一 本 
0 


tanz ff 2 
-| ml + 1 十 下 du 加 | in ] 十 tan 


7 1 
一 | ln2dr 一 | In(] 十 tanu)dw = 一 ln9 -| ln (1 + tant) dr. 
0 


2 
出 现 循环 , 移 项 得 


| In(x 十 1) 
0 1] 二 x* 


0 


| 1 十 tan 
/4 


7 一 | | 


rx/ 4 7 
dr = | In(l + tan)dt = TIn2 
0 


A x 
(2) 令 arctanz 二 ri arctant ,由 arctanz 十 arctant 一 本 ， 得 


tan (arctanx 一 arctant) = 1,， 


1 arctanz | 9 T/4 一 arctant 2d: 


。1 二 x 11 十 一 D/O 二 0 二 
=| xn/4—arctant 2dtf | di -| arctanz | 
2/[/(L 十 站 (1 十 1)* 4 ol 十 1 o。1 十 文 史 


移 项 得 


0 1 十 并 8 


sitni7 Cut 


/2 一 一 0 

e =X/2—1 G 

(3) | COST sd TT | 一 二 一 一 一 人 
0 e@ -二 ee 


| ar = | dt — Tn 
A 站 8 。 


* 4 上 9。 


st 
T7 2 C 


:te = 5 
oe 十 e 
/2 ou 元 
故 | 7 一 二: 
(4) | Vin(9 — zx)dx 
: Vin(9 — 7x) + vin(z + 3) 
| ViIn( 十 3)d: 
4 VinGt 十 3) 十 Vin(9 一 护 
加 | Vln(z 十 3)dz 
: Vin(z 十 3) 十 Vln(9 一) 
VE 二 本 + VCGE 二 可 |， 
: Vin(9 一 zx) 二 Vin(zx 十 3) 
| Vn(9 一 工 )dz 1 
: Vin(9 一 Z) 十 VinGCz 十 3) 
题 (3) 、 题 (4) 两 积分 式 的 特点 是 ,被 积 函 数 分 母 有 两 项 ,分 于 
是 分 母 中 的 一 项 .采用 变换 时 ,要 善于 设计 ,使 分 子 变 为 分 母 中 的 
为 一 项 ,而 分 母 不 变 ;积分 限 不 变 或 上 、 下 限 互 换 . 
对 三 角 国 数 有 理 式 与 其 它 初等 图 数组 合 或 复合 成 的 被 积 函 
数 ,进行 代 换 时 注意 到 : 
(1) 积分 区 间 对 称 时 ,可 取 x = 二 一 ; 
(2) 积分 区 间 为 [0,j 时 ,可 取 工 一 工 一 三 


(3) 积分 区 间 为 | 0, 闻 | 时 ,可 取 x = 


(4) 积分 区 间 为 | 0, 工 | 时 ,可 取 x 一 了 一 1 
这 样 , 原 积分 分 解 成 若干 可 抵消 或 容易 积分 的 积分 . 例题 如 下 . 
例 37 ”计算 下 列 积分 ， 


x/2 010 10 : x ， 3 
| Sin “rx — CoOs'Xx dx 2) | SI 7 ] 


- Or 
o 4 一 Sinzr CO— Cos 0 ] 十 cos -并 


移 项 得 27 一 | 


移 项 得 21 = | 一 2， 


故 


解 (1) 令 工 一 站 一 dz 一 一 下 , 则 
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/2 Sinlor 一 COSD 
0 4 一 SInz 一 Cos 
| cos 一 Sin (站 二 三 cosr 一 sin ] 


z， 
x/2 4 CoOst — sint 4 一 COST 一 SI 


中 : 10 .10 lu ,lo 
Sn TT coOS TT cos TT SN 7 
移 项 得 21 = 二 | 一 一 一 dr = 0， 
“ 0 4 COSTX SINX 


2 snr 一 COSL x 
羽 | 4 一 sinx 一 CSTCz 一 
" Sin' it zz 一 一 1 [f° (x tsins 
‘2) | 1 + cost 一 | ] 十 cos2z 
* sin’ixdrz < Xxsin’r 
本 | ] 十 cos’x 加 | ] 十 cos*x 和 

™ ;~ ™ :2 
移 项 得 27 二 | Tn 二 一 "| [Srdcosz 
| 2 一 《1] 十 cos 和 z) 


0 1 十 cos 并 


(一 dir) 


dcosz 


不 
-一 nt -一 2T ， 
站 


一 — 2narctan (cosx) 


| TsSIiniY 
ol 十 COS“X 


例 38 证明: 若 /(x) 为 连续 的 奇 函 数 , 则 | /(1)dt 是 偶 函 数 ， 


不 
十 Acosx 
全 


故 dx 一 A 一 27). 
若 /Cx) 为 连续 的 偶 函 数 , 则 | fC)dt 是 奇 函 数 . 
证 设 F(r) = | fqt, 于 是 


{ 圭 一 HH 


F(— x) = | fea [We i dx 一 一 | Ac- A dt. 
(1) 当 f( 一 ?2) 二 一 /fQ) 即 /f() 为 奇 肾 数 时 ,有 
(一 之) 一 一 | 5- f (0) 1dt = | fa — F(xr), 


知 F(x) 是 偶 函 数 . 
(2) 当 太一 昌 三 7 即 大) 为 偶数 函数 时 ,有 


(一 Z) 一 一 | /a 一 一 了 (7)， 
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和 F(z) 是 奇 函 数 . 
效 , 且 f(x) 十 三 (一 TT) 三 A( 常 数 ) ,证 明 ， 


| f(r)g(r)dr = A| gn)dz, 
_, 


并 计算 | |sinz|arctane dx. 
证 | jz)g(r)dz = | f(r)g(r)dzr 十 | fing (rdz, 
在 等 式 右边 第 一 式 中 令 :1 = 二 一 zx, 有 
0 性 a 
| 7eogcodz= | /Dg dd D = | /rgdz, 
则 1 = | 7 7)g(x)dxz 十 | f(g rdz 
= | UnD + /lsdr = A| gr)dr 
利用 上 式 , 令 J (zx) 一 arctane , 则 
jz) 十 太一 Z) = arctane” 十 arctanc ”= 7 
sz) 一 |sinz| 是 偶 图 数 , 故 
xR/2 pe NR/2 7 
| |sinz |arctane dz = 3| sinzrdz 一 一 . 
一 区 7 2 2 0 2 
这 里 奉令 F(x) 一 arctane” 十 arctane ,可 证 F(x) 二 0, 故 
fF(r) FF(0) = arctanl] 十 arctan] = 5 
例 40 证 明 : 
| zf Csinz)dz =— | Asinz)dz — 7X ”Fesinzydr 


、 ™ TSin 
并 计算 | de 
证 | zenmdz- 一 一 |e- 1)f Lsin(x — 1) 1](— di) 
一 | a — 1)f/ (sint)dr 
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一 | /Csinz)dz 一 | zf sinz)dz, 
移 项 得 | > sinz)dz = =| fsinz) dz. 
0 0 
区 wi 
又 | f(sinx)dx = | sinzydz 十 | | f(sinr)dz, 
0 0 Rid 


在 等 式 右边 第 二 式 中 令 1= 二 x 一 +, 有 
| f(sinr7)dx 一 一 | f(sint)dt = | fsinz)dz, 
x/2 x/2 0 


7 x/2 
故 | flsinzx)dz = 2| flsinz)dx, 
0 0 
x NR/ 2 
从 而 | Tf (sinr)dr 一 到 | f(sinr)dx = "| f(sinz)dz. 
Ud 0 0 
< TSInT 人 . SIN.z 
在 | 1 十 cs 中 令 f(sinz) 1 十 sos 到 ,有 有 
r TSINT 加 */2 dcosr x/2 
,TT eos tT "T+ eo elaneeosT | 
A 区 
= T+*— 一 一 一 。 
4 4 


例 41 证 明 : 
| esinr)dz -一 | fccosn)dz = 一 3| /Ginz)dz， 
0 0 0 


并 计算 | Insinzax. 
心 
= 一 x 


NR/2 i 9 
让 | f (sinzx)dx 一 -= 一 一 | , fcost)(— dt) 
Tp 
一 | Acosmadz， 
0 
不 R22 
又 由 上 例 知 | fCsinz)dz = ?| Asinr)dz, 故 
T7 . x/2 z ] 天 
| f(sinr)dr = | fl(cosr)dr = | f(sinr)dr. 
0 0 0 
而 | Insinzdx 一 ?| fCsinz)dz 
0 0 
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加 "2 SIN27 T= “上 -| 了 | dr 
一 | jn gdr | 2 nsintd 7 n2at 


一 于 | lnsinzrdz 一 -一 ln2 
2 Jo 


2 
移 项 得 | Insinzdz 一 一 Tin2， 
0 
TD KK/ 2Z nT 
同时 得 | jnsinzdz = | jncosxdz 一 一 Fin2. 
0 Q 


NR/ x 
例 42 利用 | “cosr ,sinzjdz 一 | fsinzsycosx)dz, 计 算 
下 列 积 


/2 dx V2 siIN‘X — coOsix 
(1) |. 1 十 (tanz)" 2 | ] 十 3sinxcosz 


n/2 x/ 
解 | fl(cosr,sinr)dr 一 | f(sinzx ,coszydz 是 显然 的 . 
wi dx 7 dx 
(1) | 1 十 (tanz)" | ] 十 ceo 于 是 


| dr Ty 十 cory dx 
o 1 二 (tanxz)” 2 1 十 (tanx)’ 1 十 《cot 立 7 
_ >| lt+ tan7) yy x 
2Jo 1 二 (tanx)" 4 


7 2 /2 4 
SIN'X — COs‘T cOS47 一 sintr 
(2 ) | 二 | 一 一 一 一 一 一 dx, 于 是 
] ] 十 3sinzcos 六 3S1nrCOS 交 0 1 3sinzcosxr 


"2 Sinix 一 coOsixr 
dr 
0 1] 3sinrxcosr 


=- 了 | Sin4y 一 cosir 十 cosizx 一 sinix 
2 1 十 3sinxcosx 


例 43 计算 T= |a 一 x?)"dxr, 并 证 明 ， 


dz 一 0. 


CC CC CD (0200 
! 3 1 7 + Tot Gat Di 


证 ”将 (一)" 展开 , 即 
1 
1 = | [1 + Cr + Co 一 Caze 十 … 十 (一 1)2z2dx 


T= sint 


你 | (1 一 Xx) "dr 一 一 一 一 | Ga 一 sin’t)”costdt 


#2 (21)11 
2n 十 ] - \ 一- ~- 一 -~ 上 ” 
= | cos”rrd'( 瓦 里 士 公式 ) = zz 一. 
、 Cl CC: CO (一 1]) (2)11 
了 证 1 一 十 本 7 了 + 十 二 1 (2n + 1)11° 


例 44 证 明 :| sinzzdz > 0. 


v2r =u 1] fs sinez 
iFE | sinz‘dxz 3| dz 
0 2 /a 


1 一 一 一 xz Sintt sinu j 
一 一 一 了 du 十 | 尘 du | 


-| ‘sine * sint 中 
2 LJo Vu 0 Vt 


_1 _ 1. 
一 1 [| J i sinudua. 


1 1 
显然 。 ”| 一 一 一 ina )， 
时 多 Va Vu sinu > 0 (0 < < 7), 
2 
于 是 | sinzzsdz > 0. 
0 


例 45 Ee 


1 dr la 
| z=| 天 TF i (4 > 0); 


b 
(2) | fer)dr = (6 一 | 1La 十 (一 a)z]dz; 


(3) | Inf Cz + dr = | In RD Doar 二 | Inf Car 


| filcoszl)dr = 4 jcoszDdz. 


= ! ] _d 
证 G) | 了 ] 十 rr 


l/u l/u 
-人 让 = | TF 


6 a 十 (pa) 
(2) | radar 1lLae 十 (一 at 一 a)di 
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| 


(5 一 a)| ft 十 (6 — a)r ldx. 


TT 二 :二 Tz 二 1 
Iinf Cr 十 上 dz 一 一 | ln f (2 ) du 


(一 一 
这 PP 


《3 ) 


1 4 十 1 
| mycods 十 | laf Gdu 十 | ln f (x) du, 
A 0 l 
而 | nrcod: -一 一 一 | ny 十 1)di， 
故 | ny 十 1)dt 一 |ma /十 Dy 十 | afar. 
0 0 f (2) 0 
27 世 了 元 
(4) | fl(lcosr|) 一 [Wx [cosx1)dx 十 | fllcoszx|)dz, 
而 | deosrDdr Sot | /fleoske + w) ld 
A 0 
一 | AdlcosrDdz， 
拒 x 所 
又 | |cosz|)dz = | fl icosz|)dz 十 | fl|cosx|)dx, 
0 0 ni/2 


其 中 | [cosz |)dz = 


= 所 一 人 


| 7 |cosz | )d(— 2) 
一 | |cosZz | )dz. 
0 
2 x/2 
故 | 三 (|coszr|)dz = 4| fl|coslzr)drz. 
例 46 证 明 下 列 等 式 : 
(1) | CC + /LPGa — zx)]}dxr = a| /Lp — x) dz; 


a 2 da 2 
(2) | /|e+ 乞 =|/z+ 一 dz 


机 寻 才 ,十 


证 (1) 原 式 等 价 于 
| [eco]dz= [Ga — yec — +) dz, 


[a 


故 | =/[ecmD]dz -一 ~ 一 一 | < 一 17JL9oGa 一 门 jd 
一 a| /Lp — 1) ldi 一 | Fred — 1) di 
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-a | /Lyla ~ x)Jdx — |> Jrece — 7r)]dzr， 
移 项 即 得 所 证 等 式 ， 


CE WE 
[+ 全 | 


-A 


a 
在 上 式 右边 第 二 个 积分 中 令 z = 全, 有 
[rt ee- Pe | 尘 = | /w+ 


+t 和 时 =j4z+ 生 入 
3， 用 分 部 积分 法 计算 与 证 明定 积分 
例 47 计算 下 列 积 


" SIn.T 1 _ 
0G) | ze | cosz |dzx; C2) | Iz—ale'dzr,la| 过 1 
9 一 1 
x , x /2 
解 (1) | xe ”|cosx |d> -一 | rde™ | rde™™ 
° x/2 


0 
其 /2 。 ， 厌 
SL 本 LTLIT 
-一 | ce dz 一 we 
0 


i 


sn 
-一 过 


十 | csnzd 了 
/2 /2 
ni2  ， . 
一 Te 一 ] | edr 十 | edr. 
0 7 2 
2 1 " sinr 
由 | /lsinr)}dx = | e “ dz， 
0 0 
和 类 | > ecoszldzrz 一 re 一 1]. 


] dd 
(2) | zaledr= | (a — ze'dr + | Cr — aye’dz 
一 1 一 | 


1 人 
一 | e dx 
4 | 


十 | edr (ro a)e” 
-1 | 


好 
一 (da 一 Je- 


一 (一 rz 十 1)e| 


1 
二 (rz 一 a 一 1)e” 
=20 一 [e+ 二 ja 一 之 
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例 48 计算 下 列 积 
(1) | TSCC*X TSCCT x, (2) | ZXsinz | 


(1 十 tanzr): COSI XT 
解 ” 分 部 积分 法 经 常 要 与 换 元 积分 法 结合 起 来 使 用 . 
TSCC*X ff 
(1) | (] 十 ncC7 加 | (] i tanz id (tanz 十 了 


1 
-| :> 本 


二 


/4 /4 T 
] 十 tan 十 | (1 十 tan 


区 可 i 
a tt 1)dt 
8 2 Jo oe 


__T lp 开工 
一 一 忆 十 2 Lt mlecosz 上 | 一 一 局 十 8 十 iln2 
一 Fln2. 
xii ， ni /4 
(2) | dr 一 | ztanzdtanz 一 二 | dtan 并 
go COSX 0 2 Jo 
1 Lh ! /4 
一 DXtan x 一 六 | tan‘: xdr 
总 0 
bd 1 /4 2 加 开 1 加 
ir 2 (secix — 1)dz = 3 2 [tanz—xz| 
rr 1 rl 
US 
例 49 计算 下 列 积分 : 
] 其 
(1) | Dl dy, (2) | Csinmzdz 
Lin(l 十 z)， | 
解 (1) | Dn tt 


-| ] dx 
| o(2— XTX) (1 十 工 ) 


fl 1 
= ln2 + ee 5 二 jjd 


2 一 工 
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l 7—2|1’ 
In2 十 3 in .十 十 ] 
] ] ] 1 
一 ln2 十 3ln 5 3 In2 = 3 lIn2 
. » ”1 cos2r 
(92) | Crsinr)’dr = | x ， 7 
0 | 


x 


下 3 
一 dz 一 半 | zseos2rdz 一 下 


| 
二 一 
Dee 列 


| 一 | zzdsin2z 


2 
— ™ — Tsin2z | 一 | 2zsin2zdz 
一 开 — 于 | zdcos2z 一 开 一 工 cos2z| 十 二 | cos2zdz 


例 S0 设 . 广 (z) 连续 ,/ (x) 一 2, 且 有 
| Ce 十 (zx) jsinzdz = 3， 
求 /(0). 
解 | /Crsinzdz 一 [一 f(x)cosx | | 十 |7 (Xx)cosrdx 


= f(x) + f/f(0) 十 LPGz)sinz] 


| fn)sinzdz, 
0 0 


移 项 得 | Cfo) + f(r) lsinrdr = /f(x) 十 /0(0), 
则 | Fr) 十 0) 一 5=>/0) 一 5 一 2 一 3. 


例 51 计算 | arctan A| dz (a > 0). 
解 ”本 例 用 分 部 积分 法 求解 ,但 要 先进 行 代 换 . 


(1) 令 w(x) 一 7 二; 则 ww(a) 二 0. 于 是 


“ “ ] ] — 2d 
了 = rarctanze( -| 过 二 元 :dr 
0 ] -Hz 2r (da 十 EE 
=| T dz = 一 十 | d(c — .14-7) 
02 Yar’ 4 Jo Va — 2 
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2 7 it 
一 dd = ”一 一 
0 2 
上 人 . 
(2) 邻 工 二 acost Io<i<3 , 则 | 

0 + 站 /2 > 
7 一 | Cpdeost = al —cost 十 | —costdt 

ni/2 2 2 1 lai2 0 2 

一 二 sint ”一 也 
0 2 


全 上 二 4 一 _ /ja 
(3) 令 1 arctan A/ - Tz' 则 tant V - 二 二 "于 是 


cosof = 1 一 tantf 1— (dx)/(ld 二 rx) zr 


1 十 tan2 1 十 (a 一 x)/(a+x) a 


心 
I -| td (acos21) = atcos2t 
x/ 


0 ni/2 
十 al cos2tdt 
/4 0 


Tt 


7 34 


a 
0 2 


一 2。 六 sin2; 


例 S2 计算 下 列 积 分 : 
(1) | sin-izcos Gn 十 1)zrdr:， (2) | > WwWcos“z 一 cosirdr. 
解 。 先 将 钻 积 了 消 数 变形 ,天 进行 积分 . 


(1)1 = | sin” ix[cosnrcosz 一 sinnxsinz dx 
0 


1 f* " 
= | cosnrdsinr 一 | sin’rsinnrdr 
no 0 


COSAT .，， 
————SIN"Xz 


| 


1 Fi TT 
十 | Sin"rsinnrdx 一 | sin” rsinnrdx 
中 |] 心 


其 机 


O 
(2) /! 一 | ricosrisinrdr = | rcosxsinzdx 
各 DO 


1 Nn/2 
一 | cosysinrdy 一 py | Sin2Zd -| zsin2zdz | 
折 7 


不 /2 0 
_ 了 |- XCOS2X sm2z | /2 
2 2 十 4 , 
] TXxcos?ox sin27 |* 
下 2 | 2 4 | /2 D 
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例 53 计算 下 列 积分 : 


wr dzt | ] f 
一 一 -一 一 一 一- 一 一 一 ，》 一 一 -一片 (Z7dri 
(1) 77) | vz ] 十 《人 去 ' 求 oo Vr 


anu” ) 


(2) f(x) = [eae 求 | zf/ Cn)dz. 


/2 ] XK 2 , 
(1) | 1 _ fer)dr = 2| VEf Cx) dx 
。 / , 
4 dz 


一 一 | VvV rdf(r) =— | 


1 十 (tanz) ”2 
| dr t= Nn/ 三 dz 
~ "1 十 (tanr) “2 o 1 十 (cott) 2 


_ | Ctant) “十 1 一 1 一 工 _ 厂 di 
J 1 二 + (tant) “2 / 2 0 1 十 (tant) 2 


™/2 dz x 
故 | 1 十 (tanr) Yi 4 

x ] 元 
外 | 本 = 一 了: 


1 1 r 2 
(2) | rf (xr)dr = | z|| cc 一 dy jdz 
0 0 


六 rz 2 2 2rfrr  ，? 
=| = 

| 1 2 ] 

] ] 


二 | ed( 一 x") 


0 


| 


例 54 ” 设 函 数 /Cr) 在 [0,x] 上 连续 ， 且 | fr)dr — 0， 
| cameosrdz = 0 证明; 在 (0,m) 内 至 少 存在 两 个 不 同 的 点 6， 
2 使 6) = f(§,) = 0. 

证 令 F()=|/Wdr,0 Sr Fo0) = 0,F() = 0. 
又 0= | Crycosrdz = | coszdF (x) 
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十 | FGoDsinzdz 一 | Formsinrdz 
0 0 0 


— FOr)CoOsSX 


所 以 了] EE (0.x) 使 F(E)sink ==0. 这 是 因为 , 若 ($)sins 关 0, 则 必 
PFCz)sinz 恒 大 于 (或 恒 小 于 ) 零 ,这 与 | PFCz)sinrdz 一 0 矛盾 但 在 


(0,T) 内 ,sin$ 关 0, 故 (6) 二 0. 
对 F(x) 在 L0,$] 上 应 用 罗 尔 定理 知 , 至 少 存在 和 E (0,6),$， 
E (65,r) ,使 
F (5 ) = FF (6,) 一 0 一 6) 一 /Ce) 一 0. 


例 55 求 函 数 F(xr) 一 | fea 的 表达 式 ,其 中 


27 十 六 1 一 ] 革 二 0， 
f(r) = 


一 0 过 工 忒 1. 


(er 十 1)2 


F(X) 一 | [2 十 kL 一 Gb 十 到 
一 1 2 2 —1 


一 ZX”/2 十 7 十 1/2. 
当 0 夺 X11 时 ,有 


F(xr) 一 | 三 ti)dt 十 | /a 
一 ] 0 


0 x fe 
———— dt 
-1 | (e +1) 
T ] 1 
| c 十 1] 2 二] 


一 | di 
o0 Joe 十 1 


1 
2 

_1 _X | 于 
2 cl sc(le 二 1) 
二 


0 


一 一 一 十 jn 一 一 一 
] c 十 


7 

-一 一 一 十 ljn2 十 jn ? 

2 ce 十 ] 十 ] 
1 3 “一 一 过 - < U ， 
97 十 7 ， 1 7 

Bp 有 (zz) 一 。 
In2?Tin-e -了 一 过， 0 三世 1 
e 十 1 ee 十 1 2 


1 
例 56 设 f(0) 二 1,f(2) =3,f(2) = 5 ,计算 | ="(2z)dz 


1 
解 | xf"(2z)dz 一 二 | dF (rx) 


[zf C7)]| _ | f' (2x) dr 


_5_1[ DO 二 本 
一 上 | dy7(2z) ， 人 7C2z) | 


2 
例 S7 计算 下 列 不 定 积 
(1) | arctan V Vr — 1dr; (2) | | nz |dx. 


解 (1) 令 Vz ==1, 则 


16 


4 
| arctan ww 一 dz 一 | arctan vt— ldr’ 
1 


1 

2 — | 人 1 dt 

一 ft’arctan vi | Ti 1y: 7 一 

一 16arctan w 3 一 ll (vt—1+1/ Vi 1)d(rt — 1) 

_16. liz 3/2 _ 1/2 "_16 

一 了 "一 地 | 一 1D 二 2G 一 1 1 x 2V3. 
| inzldr = | — lnzdzr + | inzdz 

lie | li/e 1 


一 | dz 一 2(] 一 ]/e)， 
1 


1 | e 
一 一 lnrz 一 | dz 十 nr 
le i/e 1 


例 S8 设 f(x) 在 [0,1] 上 有 连续 导数 ,证 明 : 


* 433。 


limn| x fwdr = ra 


一 


证 “因为 PCz) 在 [0,1] 上 连续 , 则 MM, 使 在 L0,1」 上 ， 
I 了 产 (x)| 达 MM. 且 有 


n d 7 ,| 一 1 |z "ti1 f(r)dr 
| fo) “n+1 “Il。 nn 二 1 
一 - + | Tt1lf'(x)dx. 

+1F "十 1 M 

而 x "tif' (xr)dr up, dx = 7 ”0 + 0), 
1 
故 limn| = " 广 (z)dz 一 lm 并 了 jo 一 | ef (z)dz | 
一 7 


由 此 可 得 积分 估计 式 
| = “Crz)dz =- +o 


例 49 设 f(x) 在 [a ,0 | 上 连续 ，,P(Z) 在 La,2 上 连续 且 在 
Ca,0) 内 可 微 ,YG (Xx) 三 0(xzE (a,b)). 用 分 部 积分 法 与 积分 第 一 
中 值 定理 证 明 积 分 第 二 中 值 定理 . 


证 ” 设 F(z) = | /4)di, 于 是 
6 了 
| fr)pr)dr = | prTIdF (rx) 


b 
= F(xr)9(r) 


— | Fon) Cr)dz (积分 第 一 中 值 定理 ) 


= F(OOPD) — Fla)pla) 一 Fé)| 9 (xT)dzx 
= FBPP) — Flayla) — F(E){ 900) — pla) | 
= pFCE) 一 下 (6) ] + pa) LF) 一 下 (Ca)] 


b 3 
= pb)| fn)dz + wo)| f Cr)dz 


用 | # (dx = wb) 一 ga) 时 ,要 求 Y (z) 在 [a,6] 上 连续 
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第 四 节 “” 非 正常 积分 ( 反 第 积分 ) 


主要 内 容 


1. 设 函 数 /定义 在 无 穷 区 间 [a, 十 oo) 上 , 且 在 任何 有 限 区 
间 [a,4] 上 可 积 ,如 果 存 在 极限 lim | f(z)dz = 7, 则 称 ,为 
f(z) 在 [fa, 十 co) 上 的 无 穷 限 非 正常 积分 , 记 作 J 二 | f(x)dz， 
并 称 | “fCz)dz 收敛 .否则 , 称 | ”f(z)dz 发 散 . 非 正常 积分 亦 称 
广义 积 

类 似 可 定义 | ACz)dz 的 收 伍 与 发 散 

而 | “Acrdz= | zaz+ | “f(xydx, 当 且 仅 当 两 个 积 
分 | / (z)dz 与 | / (xr)dr 都 收敛 时 积分 | _/ Cr)dr 才 收 敛 . 

2. 设 /Cz) 定义 在 [a,b] 上 ,在 U- (6,0) 内 无 界 , 则 VY ele < 
b 一 4),/ 在 [a,b 一 6] 上 可 积 ,如 果 极限 lim | /f(x)dz 二 G 存 在 ， 
则 称 G 为 /(x) 在 [a,6] 上 的 无 界 函 数 非 正 常 积分 , 记 作 
| /czar, 并 称 | f(r)dx 收敛 .否则 称 | /Cz) 发 散 


pp 
类 似 可 定义 lim | _/(x)dr 的 敛 散 性 
Py 二 
若 函 数 了 在 ck <c<p0) 点 无 界 , 则 定义 
| Foodr = lim | Formdz + lim | ”azydx 
可 ee0 对 cot ce 十 ts 
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当 且 仅 当 等 式 右边 两 个 积分 者 收敛 时 ,| 7(z)dz 才 收 伍 
若 函 数 f 在 [a,6b] 的 两 端点 都 无 界 , 则 定义 
| Aerodz = lim | /f(r)dr 十 lim | “7coDadr， 


十 
一 人 


其 中 a 二 cc 二 6. 

3. 车 lim | f(z)dzr = lim [FC4) 一 F 一 4] 收敛 , 则 称 
其 极限 值 为 | /Cz)dx 的 柯 西 主 值 , 记 作 (cpv)| /Cz)dx. 

4. 柯 西 收敛 原理 无穷 限 积分 | “AKCz)dz 收敛 的 充 要 条 件 
是 :Ye > 0,3 My> au, 使 对 于 41,4, > M 时 ,都 有 

fds 
5 无 穷 限 积分 的 性 质 
(GD 若 | ceodz 和 | Arz)dz 都 收敛 , 则 其 线性 组 合 


< 二 E。 


| [Acr + APGrD]dz 也 收 合 (ss 为 常数 ), 且 
| ， [Aicn + hp) dr = a| 7 (x)dz 十 | fir)dz. 
《2) 车 /在 任何 有 限 区 间 [a,4A] 上 可 积 ,a <5, 则 | fCz)dz 
与 | /(z)dx 有 相同 的 敛 散 性 , 且 当 它们 同时 收敛 时 ,有 
| fordz = | fen)ar 十 | fn)dr. 
(3) 若 了 在 任何 有 限 区 间 [a,4] 上 可 积 , 且 | 1/Cz) dx 收 
伍 , 则 称 | 7 Cz)dz 绝对 收敛 , 且 
fond 


te 、 
<| |/ (zx) |dzx. 
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若 | /Cdr 收敛 ， 而 | Mepld: 不 收银 ， 则 称 


| codz 条 件 收 伍 . 


6. 非 负 画 数 的 非 正 常 积分 的 敛 散 性 判别 法 
(1) 比较 判别 法 ” 设 在 [a, 十 ce) 上 非 负 函数 人 和 9 在 任何 
有 限 区 间 [e,4] 上 都 可 积 , 且 k9(7x) 之 f(z) 之 0 (40, 常 数 ), 则 


当 | gcz)dz 收敛 时 ,| “fCzydz 也 政策 ; 当 | “7(z)dz 发 散 时 ， 
| wz)dz 也 发 散 . 


(2) 比较 判别 法 的 极限 形式 《看 在 La, 十 ce) 上 ,Aiz) 之 0， 


f(z) 
PX) 


1° 当 0 过 /过 十 吕 时 ,| pr)dr 与 | fr)dz 有 相同 的 全 
散 性 . 


+ 十 ce 
2。 当 / 二 0 时 ,| ozjdz 收 但 =| fr)dz 收 化 


PCZz) 之 0, 且 lm 一 /, 则 
了 一 十 ee 


3。 当 / 二 十 oo 时 ,| gz)dx 发 散 一 | /dz 发 散 、 

7. 柯 西 判别 法 ” 设 在 [a, 十 we) 上 恒 有 f(x) 之 0, 对 任意 正 
常数 & (RE 盖 0), 有 

GD 车 Ar) 入 亏 , 且 户 > 1, 则 | 下 fcrydx 收 分 ， 

(2) 车 /(7) 之 驴 , 且 p 过 1, 则 | fCr)dr 发 散 . 


其 极限 形式 是 :在 fa, 十 ce) 上 (a 沁 0), 若 f(x) 宇 0, 有 
lim x*f (rx) = /, 则 
1 十 < 
十 ce 
CD 车 0 入 (< 二 =, 且 P> 1, 则 | zydzr 收 钱 ， 
十 ce 
(2) 若 0 之 /< 十 %, 且 记过 1, 则 | /Crydz 发 散 
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8 . 阿 贝 耳 (Abel) 判 别 法 ”车 | 7(z)dz 收 敛 ,5(z) 在 
[a, 十 co) 上 单调 有 界 , 则 | /Crz)g(Cz)dz 收 全 

9. 狄 利克 雷 判 别 法 ” 若 函 数 (A) = | f(z)dr 在 [a， 二 co) 
上 有 界 ,g(x) 在 [a, 十 ce) 上 单调 且 当 x 一 十 ce 时 趋向 于 零 , 则 
| /gr)dr 收 执 . 


对 以 上 3 一 9 条 的 各 项 内 容 , 无 界 函 数 的 非 正 常 积分 也 有 相 
类 似 的 性 质 , 恕 不 闭 述 . 


疑难 解析 


1. 非 正 常 积 分 与 正常 积分 有 何不 同 ? 在 计算 上 有 什么 区 别 ? 

答 “ 非 正 常 积分 又 称 反 常 积 分 .广义 积分 ,正常 积分 即 黎 家 
积分 、 常 义 积分 . 黎 曼 积分 假定 了 积分 区 间 有 限 和 被 积 国 数 在 区 间 
上 上 有 界 这 两 个 条 件 , 非 正常 积分 则 突破 了 这 两 个 条 件 的 限制 ,考虑 
在 无 穷 区 间 上 和 对 无 界 函 数 的 积分 问题 . 

非 正 常 积分 通常 可 以 化 为 极限 记号 下 的 正 稼 积分 ,一 般 是 市 
着 极限 记号 计算 正常 积分 ,再 对 正常 积分 的 结果 求 极 限 而 得 非 正 
常 积分 的 值 ;也 可 以 先 计 算 对 应 的 不 定 积 分 (rx) 十 c, 然 后 利用 
牛顿 - 菜 布 尼 世 公式 并 求 极 限 , 获 得 非 正常 积分 的 值 . 因此 ,在 不 
定 积分 和 定 积分 中 用 过 的 变量 代 换 、 分 部 积分 .牛顿 - 菜 布 尼 淆 公 
式 等 方法 ,以 及 拆 项 、 拼 凑 、 分 段 、 组 合 等 种 种 技巧 ,在 非 正 常 积分 
计算 中 同样 可 以 使 用 . 只 是 为 避免 做 无 用 的 工作 ,最 好 先 确定 非 正 
常 积 分 的 钱 散 性 后 再 行 计算 . 

2. 无 穷 区 间 的 非 正 常 积 分 与 无 界 熙 数 的 非 正 常 积 分 有 什么 
联系 ? 

答 “无 穷 区 间 的 非 正 常 积 分 与 无 界 函 数 的 非 正 常 积分 并 不 
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是 截然 不 同 的 ,一 般 可 以 互相 转换 . 例如 ,对 无 穷 区 间 上 的 非 正 和 
积分 可 变换 成 无 界 图 数 的 非 正 党 积分 , 即 
1 


| cropdx -一 -| zjd | 


2 
] /4 I 


一 | ‘gat 
同样 ,可 以 写 出 反 过 来 的 情形 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


非 正常 积分 问题 包含 五 个 方面 的 内 容 : 非 正常 积分 的 计算 , 非 
正常 积分 敛 散 性 的 判定 , 非 正 常 积分 的 极限 ,无 穷 限 积分 敛 散 性 与 
无 穷 远 处 的 状态 , 非 正常 积分 与 “积分 和 ”极限 . 由 于 内 容 比较 广 
泛 ,而 且 有 的 问题 比较 深奥 ,所 以 我 们 只 对 一 般 的 问题 进行 讨论 . 

一 、 非 正常 积分 的 计算 

非 正 常 积分 可 以 化 为 极限 记号 下 的 正常 积分 ,然后 带 着 极限 
记号 计算 正常 积分 ,再 对 计算 的 结果 取 极限 . 因此 ,其 计算 方法 仍 
然 是 利用 换 元 积分 法 、 分 部 积分 法 .牛顿 - 莱 布 尼 世 公式 和 其 它 正 
常 积分 中 使 用 的 方法 ， 

例 1 ”计算 下 列 无 穷 限 非 正常 积分 : 


to te dz 
(1) 1.=| e “xdr (n € N); (2) 1.=| CE ay 


十 cs dx t™= dx 
9 | TF W]e>0 
解 ”可 以 先 用 求 不 定 积分 的 方式 计算 


十 2 

(1) 当 n= 二 0 时 ,1。 = | ce dr=1. 
0 

当 n 之 1 时 ,有 


.一 十 < 


| _ | | | 
1, = lim | e “dr= lim (—e | 十 lim | e “xr” idx 
4- 十 ce 0 4+co yo 
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A 
一 lim "| e "x" idx., 
心 


六 下 十 < 


十 ee 
依次 递 推 , 即 得 1 二 | ce “xdr = nl!. 
0 


| 7 一 lim | dz 
0 I 十 a* A 二 coJ0 Xr” 十 C 


4 x 
0 Fa 


(2) 1 


. ] 个 
lim 一 arctan 一 
六 一 > 十 ee 人 


dx 1 7X: 二 C2 一 并 
而 | (zz 十 az 二 | (Z 二 +a)’ dz 


1 dz 1 一 x’ 
| (Z 2 + | (zx 十 7 


1 】 1 
加 | Grr 十 a* ”| 下 2a“ (2 一 Ec 去 十 ri 
= | 三 一 ji | 
a 2a Gn 1)JJ (zr’ 二 ai)"! 
1 ya 
tT ga — 1) C4 a 
加 dx 122 一 3 
于 是 一 dim | (zz 十 az)” ea2 2 一 2 
= | 六 名 三 3] 二 字 二 1 
| a 2 | ” 
__l Lm 一 1 (nC 3)11! 
QD nm 2 9a”l (9n — 2)11° 
d(x 二 1/2) 
(3) 因为 | 了 = | 一 1 
1 十 十 (z 十 1/2)2 十 (WwW374)3 
= [arctan 十 C， 
Vv 3/4 
“dr 1. _2 z+1/2l* 2vV3 
改 | I /Tan V374 0 9 
人 dinz 
‘4) 因为 | z= ET 一 dnz)7' 匡 
Vj ] _ 
当 p 关 1 时 ， | a “pC— TCD 


当 户 一 1 时 ,| -二 = lnllnp|, 
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故 


YI dz _. l li—p, 

当 P>> 1 时 ,| CR 一方 一 1T(ne 
当 p 之 1 时 | Cr 一 cc 发 散 
PET ), rdnr)? . 


例 2 计算 下 列 无 穷 限 非 正 常 积分 : 


+ dr to dy 十 1 | 
1 | zs 十] (2) | zl 
十 ce 十 co 
wd er Of 
一 5 1 并 1 十 :ss 十 ZI0 
l 并 一 2 


] TY 一 2 
zz 十 1 3(Gz 十 1 3(z2z 一 工 十 1) 


[= = | ~ sa ldz 
和 十 1 3Cz 十 1) 3( 好 一 工 十] 
2 ~ 一 
一 了 1 zr) 十 1) 十 l arctan 人 二- 十 C， 


6 五 一 Tv V3 


| dx 加 | dz 
0 ] 二 rz 4-*+ceojo 1 十 并 


.| 1， (zz 十 1) 1 1114 
一 lim | oln 1 十 3 arctan | | 
二 一 ZT 
3 V3 
Z 十 1 11 二 1 d(xz 一 1/7) 
(2) 5 十 1 Jz 十 1 /237 (一 1/z)2 十 2 
] 太一 1 
:= 一 arctan 十 C， 
V2 | 大 YL 
+ 十 1 | x* 十 1 
| Xs 十 1 和 im. 0 bo 十 1 7 
一 lim l arctan 工 二 ] 一 一 . 
At ”和 


十 cc 
(3) | (|z| + zr)e “dz 


0 十 ee 
一 | (一 工 十 Ze"dzr 十 | (过 十 Ze "dx 
co 0 
[me 加 十 ce 
一 ?| Te dz 一 一 ?| zade ~ 
0 


0 
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4 
~ lim 一 2[xe 十 e || =2. 
0 


4 一 十 cc 
十 ce dz 
(4) | 一 元 :二 去 
T= 1/i | 1 一 di 
1 1。 vT 干 1 二 715 ft 


- 4d 1 155 一世 +| 一 dz 
Jo VI 二] Jo Vi 好 十 z 十 1 


1 dt -ncl+2 vv 了) 
9Jo Vu 二 1/2): 二 3/4 3 


例 3 计算 下 列 无 界 涡 数 的 非 正 和 常 积 分 : 

(1) | edz， (2) | Insinzdz. 

解 。” 无界 盟 数 的 积分 性 经 党 要 用 变量 代 换 或 区 间 分 段 的 方 
法 来 计算 ,使 得 可 以 通过 部 分 量 的 释 加 或 抵消 来 简化 积分 . 求 出 积 
分 值 . 

(1)z 一 0 是 瑕 点 (Cr) 下 90) 内 无 界 ), 故 


1 el 1 el 
| “edx 十 lim | 一 dz 
一 1 te -0+ J0te, 
一 lim 加 ee 1 十 lim | ed| 一 二 | 
e -<0+v1 cot 0 十 ep 全 
一 1]/e 十 ce， 
所 以 积分 | 和 发 散 . 


(2) 水 训 量 代 换 x 一 21， 得 


0 


Td 4 | 
| Insinxrdxr 一 :| Insin21dt 一 ?| ln (2sintcosr }d 
心 姜 


/4 
一 lim ?| (ln2 十 lnsint 十 lncosi)di 
e—0t 0te 


r/ 
ln2 十 lim :2| lnsinidr 十 2| ‘lncostdr. 
0 


e—- 0 
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x/ 7 
对 积分 | nsintdt 作 变 换 x 一 了 一 得 
全 
/4 


/4 
?| jncostdz 一 一 ?| Insinidi, 
0 ni2 


故 | nsinzdz 一 ln2 十 ?| Insinzdx. 
0 0 
7 2 元 
于 是 | lnsinxdx 一 一 Fln2. 
例 4 计算 下 列 无 界 纱 数 的 非 正 党 积分 : 
! dx 1 rz"dx 
(1) | 一 -一 -一 一 ; (2) 1 =| 一 一. 
0(《2 -一 ZJ) Vi 一 工 0 VL1 一 六 )(]1 十 工 ) 
z= | 
解 (1) | 二 一 全 一 一 7 2 dt ; 
(2— 7X) vlil—rz 1 十 上 


一 一 9arctant 十 c= 二 一 2arctan vVv1 一 并 十 c， 


故 | dz = lim | dz 
0(2— XxX) vl—z e+ 0 (2— Xx) YL 一 工 
= lm (一 2arctan v1— Xx) 加 

人 


=— 2| lim arctan Vi 一 TT 一 子玉 
ce-0t 
(2) 因为 VT 一 XZ- 一 ll(r >~1-), 日 p 
VvV (lO— x)(l 二 zx) 
-一 二 之 1, 所 以 积分 了 收 伍 . 
令 工 一 sint, 则 
1, = | "dr | sin"di ( 瓦 里 士 公 式 ) 
,一 | -一 -一 -一 一 一 一 ba 
» VI Fr) 小 人 


(2k 一 1)11 气 六 
(2k)11 ~ 9， 当 = 2k 时 ， 


| Ck 1 
(2& 一 1)111 当 n 二 2 一 1 时 . 
本 题 没有 标 出 极限 记号 ,但 应 知 x = 1 为 瑕 点 ， 
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所 以 


例 5 计算 下 列 非 正常 积分 : 


3 x | : te dz 
a 
|) [2 一 工 | 1 x vr—] 


解 (1)x = 二 2 是 瑕 点 ; 则 


|m i 

1 PE 

一 im | nA 3 -十 ln /7™ dx | 
oo J TX—2 


5] -0 
一 lim 1 1 VNR 六 ln(2 一 z) |dz 
e 0 1 
.fs : 1 
十 ln | ln /AGC— Pia 一 -2) la 
E 2 一 0 2 十 ty 2 


= 了 lnx 一 lim [zin(2 一 工 ) 一 ln | 


e007 


十 翅 Inx 一 lim 3[xlnlz 一 2) 十 nlz 一 2| 一 | 


ec 一 0 


_ | 工 4 二 -~ | 一 
= | 到 mx+ | 十 | 这 inr 十 | lnr 十 1. 


(2) | dz = | dx | dx 
1 wz 一 1】 1 VTX— 1 :4? rz Vi] 


2 dz ， 2 dx 
— lim 一 一 一 一 一 
lz i ee 1 te0T vv 1 二 e rx 村 ] 


1 不 一 一 | ] ordr , i 
一 一 -一 nm | 一 -一 一 一 一 一 lim 2arctant 一 
| ote (1 十 1 )t e 0 0 十 6 
十 co dz 人 dzr z 
一 -一 一 lim 
2 1 万 一 本 4 一 十 cc 2 I /TC 
Y 一 1 一 上 ， 站 2rdt f oarct 4 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 lim 2arctan| 二 一 
4 “+cojl (十 2) 一 十 ca 1 yy 
to dx 7 
| 一 一 一 -一 一 一 一 -十 -一 一 TT, 
Wy /TC 1 . 2 2 : 


444。 


fo | 忆 


和 


解 工 一 2 是 ya) ey 


?GT) 1 1 [ a dz)dr |). rdz 
! TH 1 1 FA) nn 2+e, 1 十 好 (z) 


= lim lim arctang(z) | 十 lim capca| 


扎 7 四 
== arctanz 一 一 7 十 arctan 4 一 py 一 arctan2 十 arctan 全 - 一 - 下 。 


“ 例 7 EE dx 收 伍 , 且 [六 az|<1 


0 


证 为 简便 起 见 ， 我 们 不 再 写 出 极限 符号 请 读者 目 己 理解 
计算 中 带 有 极限 的 过 程 . 


| cosZ | Sinz 1+” | Sinx 


,Tx iz 1+) iz 


_ | 一 sinx 4 
0 (1 十 2 - 
|sinx | 


(1 < 次 CE) 收 线 ， 所 以 


+c Sin te cosx 
| 0 十) 收 售 一 |. IF i” 和 


0 


dz 


4 


te® cosx | fr sinx fc dr 
而 | 2 dz|- | I+ dz|< | + 
/ z | +t ， 
| | z 1 二 Tz 0 加 
二 、 非 正常 积分 伍 散 性 的 判别 


非 正常 积分 的 敛 散 性 ,可 依据 敛 散 性 定义 、 非 正常 积分 的 性 
质 、 非 负 函 数 非 正常 积分 的 收敛 判别 法 (比较 法 则 、 比 较 法 则 的 极 
限 形式 和 柯 西 判别 法 )、 阿 贝 耳 判别 法 和 狄 利克 雷 判别 法 进行 : 关 
键 是 要 根据 具体 情况 确定 恰当 的 判别 方法 . 

例 8 ”判断 下 列 命题 的 真 伪 , 试 说 明理 由 或 举 出 反例 . 


GD) 设 f(z) 在 (一 co, 十 co) 上 连续 , 且 | f(z)dz 收敛 ,出 


4 445 。 


必 十 co 
二 | Ac )dt=/ (9D, 让 | f(t1)dt=—Jf(r),Y XE(—0, 
十 ce) 成 立 ; 

(2) 积分 | f(z)dzx 收 化 , 则 lim f(x) = 0; 

(3) 积分 | f(z)dz 收敛 , 就 可 以 用 积分 和 式 的 极限 
lim > )/($:)Ax; 来 计算 ; 

(4) 积分 | f(z)dz 收 化 , 则 对 [a,6] 的 任 一 分 割 ,总 可 选取 
和 ,使 当 )， 一 十 co 时 ,>,FGS)Ar 一 4( 有 限 数 ); 

i=1 

(5) 大 lim f(x)=A 存在 ,| f(z)dz 收 伍 , 则 4 一 0; 

《6 ) 若 | [f(zx)ldz 收敛 ,lim J(z) 一 0, 则 | f(r)dz 必 
收 委 ; 

十 ee 用 

(7) 车 | f(z)dzr = 4, 则 lim| f(z)dz = A (n € N), 反 之 

不 成 立 ; 
性 十 ce 

(8) lim | f(z)dz 存在 , 则 | “fCz)dz 收 伍 

解 ”命题 (1),(5),(6),(7) 系 真 ,(2),(3),(4),(8) 系 伪 . 

GD) 因为 Ya € (一 co + coh= | fr)dr, J = 

十 党 

| /czydz 都 存在 ,并 且 有 
T 二 十 ce I 
| Ji)dzE 一 十 | f (1) dt, | ff 0Q)dt 一 .一 | fa 


十 ce 


故 去 | fdt = fz) | )d =— f(x) 
去 | /Odt=f7), 3) fd = (zr). 


(2) 取 f(zx) 一 i 和 L0， 十 co)，, 其 中 


了 
1 十 并 gg( 工 ) 
"446， 


]， 17< 工 所) 十 上 
-| oa 


， 过 一 用. 


显然 lim Cr) 天 (0 但 /(7x) 字 0, 因 为 对 于 入 >.4 ,有 
「 dx < 上 dz _ > dz 
o 1 十 TE(T) ol 二 Xr(r) -1di-l ] 十 XE (Xx) 


dr = >)| dr 
ol Gil)gG) Jol 二 (二 7 一 1) 


1 <1+ 让 一 +l 


+ 一 1 


所 以 | f(z)dz 单调 增加 且 有 上 界 ， A zydz 政策. 
(3) 设 f(z) 二 1/ Vxz， 0 去 1 , 则 


| f(r)dr = — | = 天 


所 以 | f(z)dz 收敛 . 但 是 ， 


12dz 一 lim [L277]| 


ce -0 十 Er0 十 


(GD 将 [0,1]" 等 分 ,在 Ar 上 取 名 = 点 |0<< 二 << 寺 | ,在 其 
它 区 间 Ar 上 取 吾 一 二， 一 2,3，s, 则 有 积分 和 了 (EDaAr 
(iD 在 Am 上 取 名 一 下 |0< 址 << 寺 | , 在 其 它 区 间 上 取 和 
二， 二 2,3,…,n, 则 有 积分 和 也 )/ (人 Ax 


t=1 


此 时 ， D>/ )Ar 一 > AGE)Azi 


fr==] i= 1 


_1- -ll| 1 
一 六 Ver VS 一 (22 一 nn) 二 1. 
显然 lim 之 ,7(5)Azi 与 名 取 法 有 关 , 故 和 式 极限 不 存在 ， 


(4) 取 /xz) = 二 x, 则 z= 二 0 为 瑕 点 ,有 
“447 。 


1 
| fer)dz 一 J = lim Z dz 一 2 
0 0 


E =0 十 € 


一 1), 其 余 Azi 上 任 取 eg ,nn ,有 : 


> CD)Ar = f(DVAzi 十 DENAz > {EDAr 
i=1 i=2 
an -| 
3 Azi 
(Az)s 
故 当 ”一 ~ 十 coo,4 一 > 0 时 ,就 有 这 jf (i)Az; -一 十 co. 
(5) 车 A 关 0( 不 妨 设 4 > 0), 则 由 保 号 性 ,3 已 之 a; 当 工 > 


P 时 ,f(z) >$>0. 于 是 


十 co PP 十 co 
| jzr)dz = | f(x)dz 十 | fr)dr 
P A 十 oo 
> | Fez)dz 十 全 | dz 一 十 cc， 


这 与 | f(z)dz 的 收 全 矛盾 , 故 必 有 人 = 0 
(6 ) 因为 lim f(x) = 0， 故 当 7 充分 大 时 ， 有 f(z) < 


/D1 依据 比较 因 别 法 ,| Cz)dz 收 人 
若 将 |，/(z)dz 绝 对 收 合 改 为 收 化 , 则 结论 不 真 .如 


te Sin 
1 AT 
(7) lim | f(z)dz 一 4 仅 为 | f(z)dz = A 的 必要 条 件 , 反 
之 不 成 立 . 例如 
一 1，zE[ 一 1 一 1/2)， 
/一 | 1 TEln om1/2,n), 


有 工 =| f(z)dz 一 0, 从 而 lim | f(z)dr 0 但 I| + 于 _1 
0 : oo 0 1 2 2 


dz 收敛 且 lim 2 一 -0 ,但 | Sin ad 发 艇 


好 一 ] ,2…， 


。 448 。 


有 jnm zi 


1 一 十 Co 


十 去 | 关 lim TCD ,从 而 极限 lim | .7(z)dz 不 存在 


]】 十 工 
4 4 1 1 并 1 一 c=| dx 了 | dx: 
| fad 下 1 二 x al 十 广 * 21-al 二 + 


arctanZz 十 二 in(1 十 x) | = 2arctan4 
A 

lim a fr)drx = lim 2arctanA = x. 

A 二 ood 一 由 A 二 co 


十 ee 
而 在 [0, 十 co) 上 ,f(z) > 0, lim zf(z) = 1 > 0, 故 | f(z)dz 


发 散 ,于 是 | f(z)dz 也 发 散 . 
例 9 


所 以 


讨论 下 列 非 正常 积分 的 敛 散 性 : 


十 co ei 
G) | 2 dz (p > 0); 2) | dr (p > 0); 
十 ce 
G) | dx 


Zn (p > 0); 


| 二 一 zd Cp #0). 
解 D0 为 最 点 . 当 p 二 1 时 ,有 


! ] 
| 一 dz — lim lnx 
0 rt 


发 散 . 当 关 1 时 ,有 


一 十 CO, 


* 


, 十 co， p>1， 
1 1 
1 


sp’ P<l1. 
1 
折 以 | 2 二 dx 当 p 之 1 时 发 散 , 当 pp 过 1 时 收敛 . 


li—p 
x 
二 dz = lim 
rr 


ce-*0t ] ple 


0 


对 | js (p > 0) 可 以 得 到 同样 的 结果 : 当 p 之 1 时 发 
禾 , 当 )< 1 时 收 全 


sinxz 


(2) 当 p 二 1 时 ， 有 


去 二 ,而 积分 | 二 dr 当 p 之 1 时 


* 449 。 


收 伍 , 故 由 比较 判别 法 知 | szdx 绝对 收敛 


当 0 二 p 之 1 时 ， | ”37qx 条 件 收敛. 因为 


Sin sin x+ _ 1 _ cos27 
?|i x 27 2T 
4 
而 | cos2xdx —- > |sin24 一 sin?2| 过 二 在 [1 ,十 co) 上 单调 


三 少 并 趋向 于 零 ， 故 由 犹 利克 震 判 别 法 ， 和 5 发 散 、 


| c9sS2Z ~ 收 化 ,判断 | sinx 
27 1 


1 


dz 发 散 . 但 是 ,对 任意 的 4 之 


1, 有 | 上 | sinzdz| = lcos4 一 11 <2, 且 十 在 [1, 十 oo) 单调 减少 并 


趋向 于 零 , 故 由 狄 利克 雷 判别 法 知 ,| ”汪汪 dz 当 p > 0 时 收 化 


ee dlnzx 
(3) | rg | (lnzx)? 


indlnz)| 一 in(no)，p = 1,， 


] (lInz)! ? 
一 一 一 ~» a 


= sti dnb) 一 1],p 关 1. 


] 
当 户 一 1 时 ,有 
lim | -CeZ 一 lim landino) =+ co， 
p+eode (nz) eto 
积分 发 散 ; 当 pp 过 1 时 ,有 
lim | J = 一 一 一 Lim (ny)! 一直] 三 十 co， 
tle rllnz)? 了 工 一 Pp it~ 
积分 发 散 ; 当 p 放 > 1 时 ,有 
im zy sblim ndnb)!™ 1]= pt 
积分 收敛 . 


十 < 
| 时 ,| ee 发 散 ;p 二 1 时 ， | J 收 钱 . 
。450 。 


x Pb _ 民 一 加 7 十 工 一 户 
(4) 因为 f(z) = z+ 十 pp 工 十 ] (十 p)(z 十 1) 


故 当 工 充分 大 时 ,jz) 与 (1 一 p) 有 相同 的 符号 . 所 以 | “7Cz)dz 
收 全 与 绝对 收敛 是 一 致 的 . 
当 PP 二 1 时 ， lim zf (x) “~ 一 1, 故 | f(z)dz 收敛 ; 当 p 下 1 


十 co 
时 ， lim zx|f(z)| = |1 一 p| 去 0, 故 | ”|f(z)ldz 发 散 ， 
+ 
| fcrydx 也 发 散 ， 
例 10 利用 各 种 判别 法 ,讨论 下 列 积 分 的 敛 散 性 
(1) | -cc , (2) | eees dz (k > 0);， 
z3 十 zz 十 1 。 人 
G)| 二 dz zx; (4) | 一 宇 一 ， 
1 姜 T 
(5) | 2 dr; (6) YY 
too x” cosaz |] 
(7) | edz; ‘| i n > 0). 


dz 
解 (1) lim a 1 十 


Wi 


= 豆 收 伍 , 依 比较 判别 法 的 极限 形式 知 ,| 5 


(2) 因为 0 委 |e- “ecosrldz<e 而 | e “dz 一 去 收敛 ， 
0 
所 以 | erecoszdz 收敛 ， 
C3) [~ ln (1 二 2) = | ln(] 十 Z)dx + 六 ln(1 村 工 )dz， 
0 万 0 ra 1 i 


0 并 
并 工 


十 


lim xz” 


r=0+ | 


所 以 , 当 m < 2 时 积分 收敛 , 当 m 之 2 时 积分 发 散 . 


一 ]， 


es 45] 。 


二 ce 
对 | 二 47, 当 > 1 时, 取 a 充 分 小 ,使 加 一 a 之 1 


则 
dt) nt do 
- 去 
帮 积 sr AT, 收 伍 ; 当 m 之 1 时 ,有 
Do 


族 积 分 | ”一 二 dz 发 散 ， 
综 上 所 述 ;, 当 1< 和 < 2 时 ,| 4 二 20dz 收敛 


(4) 因 为 0< 一 二 一 < 京 , 而 | 王公 收 伊 ,所 以 
r Vriil 3/2 ; 372 ? 

too dz : 

| 以 全 


oo 
G) | dz [ue Sin Sin Zdz + sin’ dx. 
QD 


对 | 并 3 gq7, 当 m 之 2 时 为 定 积分 , 当 2 二 二 3 时 ;m 一 2 
< 过 1, 和 里 


lim x” 


x—0t 二 下 


| ?下 
所 以 积分 收 人 化 ; 妆 和 一 3 时 ， lim zsaz 一 1, 当 之 3 时 ， 


r=-0t 


。S1D 人 ji Sin x 
+ Tr’ 


, 一 十 co 所 以 积分 发 散 


sin’ x 
人 ni dz ,: 
1 .省 


二 ,所 以 积 分 收敛 ; 


当 m<<1 时 ,由 于 [2dz a 而 | 名 发 
散 ,|， Srdz 收 敏 , 所 以 | ”dx 发 散 ;又 当 加 之 0 时 ,2 
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之 sinzz, 而 | sin dz 发 散 ， 所 以 | sin dx 发 散 . 


各 上 所 渤 , 当 1 二 训 3 时 ,| ”2g 收入 

十 ce 上 十 5 加 
(6) | rr ie “dr = | Xr’ le “dx t+| Xr ee “dz. 

人 9 0 1 . 
对 | x*'e -dzr, 因 为 z* ?C(x* ee ) 一 1 (zx 一 > 十 00), 所 以 ， 

当 pp 守 0 时 ,积分 收 伍 . 
对 | x te dz， 因为 zx?(x* ee ")=7x’ 1 时 一 ”0( 工 一 
1 . 
十 ce 

综 上 所 述 , 当 户 > 0 时 ,积分 | “zie -dz 收敛 


TT 


二 9 
(7) | T 干 闷 dz 一 | ret), Td 


1 四 x” 

对 | dx, 因为 .和 一 1 (x 01), 及 以 ， 

分 当头 二 一 工时 收敛 . 
十 ce pi 

以 ,积分 当 半 一 站 全 1 时 收 化 


TT 
] + 一 一 1 (x —> 省 co), 有 所 


综 上 所 述 ,积分 | 守 d7 当 加 之 一 1 一 加 之 1 时 收 化 
(8) 当 a 关 0 时 , 设 f(x) = cosar,g(x) 一 7 则 V A> 


一 
0, 均 有 |] .7Cz)az|<< 二 ,又 当 ， > 0 时 ,g(7) 单调 碱 少 并 趋 于 过 


十 ce 
(x > 十 ec) , 故 积分 | Sosez dx 当 4 天 0 >> 0 时 收敛 
0 


和 
当 & 一 0 时 ， 因为 区， 一 1(r—> 00), 所 以 积 分 
te drx z 
| osdz, -dr 当时 收入 


例 11 用 各 种 判别 法 ,讨论 下 列 积分 的 伍 散 性 ， 
« 453 


™/2 dz | = Td7 
(1) | sinPzrcos4 (2) /I 


! dx "/2 Insinx 
a ee 
ovVr(l— x) 0 
十 2 十 经 
(5) | 一 一 dz 《6 ) | a (p,q > 0). 
2 wx 一 37r 十 2 


解 (1) x 二 0,x 二 最 点 ,将 原 和 分 写 罗 


| 二 A | 人 了 
0 二 x 本 7 x/4 SIN?XTCOSIT 


对 | 因为 lim snowz/ 地 一 0, 且 | 守 当 0 


sin?f XCcos’ zr + sin*Xcos’ Tl I 0 


一 1 时 政策 ,当时 发散 ,故人 x 


o Sinfcosx 
收 合 . 


当 0 二 pp 过 1 时 


对 | 一 一 ,因为 lim i 一 
xz- SIN?XCOSIT ,na SinArcos9 | (TVA2 一 x) 
dx 、 
1] 关 0， 3) ty 当 g 之 1 时 收 合 , 当 g 之 1 时 发 散 , 故 
Rr/2 
| i 当 9 < 1 时 收 纹 . 
ni2 
eo 全 
综 上 所 述 ,| -Si 当 户 < 1,9 之 1 时 收 全 
1 "dd 1 rdr 1 xXx"dr 
四 -| ， 庆生 + 上 | 直径 
i ] ya 172 1 x 
l/l2 nd x” 
对 | ”一 于 下 ,因为 lim zx" 一- 三 一 1, 所 以 当 n> 一 1 
0 YY ] 一 zc: z= 0 wd 1 -一 人 所 - 
时 ,积分 收 令 . 
1 x"drx I" . x 
' 一 一 一 一 一 ， l 一 一 -一 一 一 一 -一 一 
对 | -让 ,四 为 im 7 7 十 


VD 
2 BE AL "QT 
综 上 所 述 , 当 n 守 一 1 时 ,| 一 一 < 收 全 


= -二 在 ,为 任意 值 时 成 立 , 故 | -二 对 任意 收敛 
172 -一 1 


» 5 


"| 


_1 : 网 
-二 关 0, 且 | 一 芋 - 收 么 ,所 以 | 天 二 二 


(3) | dr 
or(l— zr) 


dr 


| /2 dr 上 | dr 
oo YT) lu YT 7 
对 | dr , 因 为 hm rr. l 


Yr xr) r-0t 


1/2 d 
一 az 收敛 ,所 以 | 二 
一 工 ) 0 


因为 ， im 


1 dx ] 1 
对 | ， Ya -~ /7 一 (1] 一 
闫 0, 但 | ， de ,所 以 | 


、 dx 
作 上 所 壕 小 5 一 


(4) 因为 二 0 是 环 点 ,有 
im nens | 1 


发 散 . 


r-0T AAA 证 之 T=-0T 


lini 二 7576 一 一 6lnmn xz 


r=-0Tt 


浅 5 收 伍 . 所 以 | dz 收 伐 ， 


(5) [一 二 二 
2 Xi Vx 3x 十 2 


=| dr +| 
2 x Vz 一 3 十 2 2 


对 | ,一 -天 天 一 dz 因为 lim 
YY x 和 1 十 2 xz-2t 


176 


rr zz 一 37 十 2 


3 (1 一 工 )? 


-一 一 一 -一 一 收 伪 
3/T(L 一 工 )? 


1 


dz 


/2 Yr(lC— 


= lim x Insinz = lim lnsinzyAz- 


rr-0Ot 


dx 


一 1 ,而 


rc) 


176 


x 
* COSIT 一 0， 
T 


za Vz 3r+2 


| 
TI VX 一 37r 十 2 


dr 


1 


vr—2 


ye 1 二 


阁 上 所 述 ,| 六 一 -一 虹 - 一 一 收 
多 | 2 x vz2 一 3z 十 2 


十 5 人 rT + 4d 
‘| dz =| dx + | a 


Xrln’z rlnix 2 有 


— = lim 


Es es 


对 | ,因为 lim 
| 一 


lim lnx 


+ ?ln’ Fim) Gy Cz 一 


~] 


一 im xz) =1#0, 且 | 1 时 


1)" 


ze 1 十 


时 收敛 , 当 g 之 1 时 


放学: 二 全】 下 发 天 所 以 | 二 Zn? 并 


发 散 . 


十 co 1 /1 pS>1. 
对 | ER -因为 lim 一 


rz 一 十 co 7 Xr 


i 
0, 且 | Fp> 


1 时 收敛 ,所 以 当 户 >> 1 时 ,| ”二 一 收敛 .Y ze [2, 十 oo0), 当 
] 


< 2 pirnys | 
0 < 人 1,91 时 ,因为 nz 二 zln'r 一 > 了 之 > 直击 


+s dr 


44 时 ,有 


二 十 ce ,所 以 此 时 积分 发 散 . 


zln’x 
综 上 所 述 , 当 P> 1,9<<1 时 ,| -人 
例 12 设 /xz) 在 L1, 十 ee) 上 连续 ,V xz GE [zx, 十 co), 有 
f(r)>0,8 lim [2 一 一 证 明 ; 基 41, 则 | flr)dzr 收 

-十 ce Tl 1 

jnf (x) 

证 因为 lim i 一 一 4， 所 以 Ye> 0,3 4>1， 当 工 污 
nf a) 


一 一 4 十 e, 即 
oper: 二 (一 十 Elnz = nee 0 f(r) /rs 


知 [ear 收 合 . 


例 13 设 f(x) 定义 在 (一 oo, 十 co) 上 目 恒 正 ,并 在 任意 有 
二 456 由 


限 区 间 [ 一 a,6] 上 可 积 (4,b 之 0). 又 | fre “ar 过 MM 为 
常数 ) 对 任意 人 > 0 成 立 .证 明 :| /Cr)dz 收 伍 。 

证 ”要 证 明 | /cz)dz 收敛, 因为 f(x) > 0， 所 以 ! 需 证 
| fdr 对 < 盖 0 有 界 . 

因为 | ” 1zermsdzr 之 M 对 任意 之 0 成 立 , 则 若 令 c 一 


max{a,b}, 取 A 之 c, 有 . 
o< | f(r)dr < r f(x Ce rong 


_ 。 “| fre “dr <e ME IM. 
放 | f(z)dr 政 钱 . 
二 oo 
例 14 ” 设 /(z) > 0 且 单 调 减少 ,证明 : | f(z)dz 与 


| cmsinzzdz 敛 散 性 相同 . 
证 ”由 f(z) > 0 且 单 调 减少 , 则 F(z) 一 0, 或 1(4) 一 4 
> 0. : 
(1) 车/(z) 一 0, 由 狄 利克 雷 判 别 法 ,| ”f(x)cos2zdz 收 
全 ,于 是 由 
| 7 Cx)sinirdx 一 | fr) 二 dz 


如 


] (+o + 
一 到 | f(r)dr 一 去 | f(r)cos27rdx 
知 ,| /Cr)dzr 与 | /zsin?zdz 同时 收敛 。 | 
(2) 车 f(z) 一 4 > 0, 则 [fCdr 发散 从 而 
| Acosinezdz 与 | f(z)dz 同时 发 散 
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例 15 证 明 下 列 等 式 : 
(1) | (lnx)” _ | Cnz) 1 


pl] 二 x 2J。 1++zr i 


! lnwz Ni 1 
(2) | dr = pa 1) (2n 十 1) 


1 (lnzr)’ x 
(3) | dr = 训 : 


yy (lnz) nr 
证 因为 lim VT T= 0 lim VT Ta 一 0， 


lim za 十 nz.5 一 0, 故 依 比较 判别 法 的 极限 形式 , 题 (1)、 题 (2)、 


了 -和 十 oo 


题 (3) 三 个 积分 都 收 化. 
dz t= 1/t -一 一 | lnt 
(1) | ] ] 十 Rdt 
_ {+% (nt | (nt)’ 
= | ra eh 
1 (lnzx): 1 f+~ (nr):’ 


区 区 Ee 
(2) 由 分 部 积分 法 知 


1 
| Z"lnrdx 一 一 


< 


zr—-0t 


| zlnzzdz 一 
| 


1 时 计划 汪汪 
(7 十 1) (2 十 1)3 


1 |] l 一 


co ] co 
3 1 
_ | 2 nH 十] 
一 之 /一 1)"| > inzdrxz = > (一 1) Ton ys 7 


n= 


(3) | 这 Dd r=| | lnz z> 1)"z2 |dz 


一 一 “nzdrz = 站 -2 = 区 
-六 四 in zd > 一 nt 16 
最 后 一 个 等 式 可 由 f(x) = zx? 在 [一 ,1] 上 的 传 里 叶 级 数 展开 式 
"Ht (lS 
: 项 积分 后 取 x = 二 1/2 得 到 . 
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三 、 非 正常 积分 的 其 它 问题 

非 正常 和 分 的 鞭 它 几 个 问题 都 比较 复杂 ,因此 ,我 们 只 举 几 个 
例子 介绍 一 下 . 

十 cc 
例 16 。 证明: 若 | /tr)dr 收 化 ,fx) 为 单调 函数 ,由 
fr) = oo/7). 

证 ”不妨 设 /(x) 单调 减少 . 先 证 当主 4 时 ,ff (7) 宇 0. 否 

则 ;, 点 cc 宇 ay 使 f(c) 过 0. 而 之 性 时, (7X) 达 ff(c),; 从 而 
| fondz < | fdz 一 一 Do, 


得 出 | /edx 发散 ,与 | “Cr)dz 收 全 矛盾. 故 /(x) 为 非 负 的 
单调 函数 . 
由 | ”cz)dz 收 敛 , 则 Ye> 0,3 4> 0, 使 当 r>> 4 时 , 恒 有 


| ADd'| 二 三 .但 是 
Xt/2 2 


[00 = /oa fn lz 一 下 = 到 /Cn 
所 以 , 当 > 盖 4 时 ,0 和 志 zzr) < es, 即 
lim xz) 一 0 或 f(r) = 0(1/7). 
当 f(x) 单调 增加 时 ,只 要 考虑 一 f(x), 同 样 可 证 得 
fr) = v0/r). 
例 17” 证明: 车 函数 (x) 在 0 二 x 过 a 内 单调 , 且 | x?f(z) 
二 0 和 存在; 则 lim x f(r) 二 0. 


证 ”不妨 设 /(7) 在 0 二 x+ 二 a 内 单调 减少 . 设 j 0 二 6 < 之 a， 
使 0 二 xz 过时 f(x) 之 0. 此 时 ， 


| 1 (0)dt > /07)| trdt = cr?rt!f (rx) > 0, 
ri -7 
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户 十 ] 
in2， 户 一 一 上 |. 


pt] 
1 — (1/2) ，p 关 一 1， 
其 中 Cp 


故 c 之 0 为 常数 . 则 由 | 7crdz 存在 ,得 


lim | tr*f (1)dt = 0 一 > lim Ttif(r) = 0. 
Ot dr’ 


若 上 述 6 不 存在 ,由 / (7x) 单调 减少 知 , 当 0<z<a 时 , 恒 有 
f(r) 二 0. 于 是 ,; 当 0 三 x 过 a/2 时， 


I ZT 
| t?f (1)dt < fcz)| trdt = cr: rtf (rx) < 0， 


2 一 二 :1 天 一 ] 
其 中 际 -1 户 十 1 "7 
jn2， p 一 一 |. 


故 cx 之 0 为 常数 . 


| d 
于 是 |x?tTif(rx)| 二 | 1?f (1) dt , 依 | zf Cr)dz 和 存在, 知 
lim | trf)dt = 0. 故 lim tif(r) = 0. 


例 18” 设 YC+) 为 有 界 的 周期 函数 ,周期 为 了 , 且 二 | 2(7)dx 


二 Cc. 证明: lim "| 7 
= 十 有 


证 因为 


t+ of + 。 一 
"| di 一 | 和 一 一 一 | nu) du, 


由 歼 曼 定理 : 设 /zy 在 [a, 十 ceo) 上 绝对 可 积 ,g (zx) 是 周期 
为 了 的 函数 ,在 [0,T」 上 正常 可 积 , 则 有 


lim | 三 CrJrrgazr)d7yr = 关 | gndr| fr)dz. 
nn 十 So 4u 0 二 


因此 , 今 (x) 一 二 CC 一 p(nu), 得 


4 pr 
jim | di 一 寺 | of )d. | Es 一 “. 


昨 - 生 十 习 : 
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例 19 设 /(x) = | cos 二 dt, 求 9 (0). 
、 


| ees (1] /rd 


三 rr) 一 0) i 
To— 人 0 + A 


了 -人 


解 (0) 一 jim 


7 ] l/l! 一 1 (+™ cosu 
但 | coOs —di 一 一 “| 一 人 
让 i | i 
。 十 := -二 “说 十 :2 
S1N2 2sinu SINat 
— 一 一 盖 | 和 -一 de， 
i ] l/r 7 ir zf 
cos (l/r di + du 
故 | /Dt rsin Ti+ | 
一 一 一 一 一 一 | ae 
Tx 
.1 
一 | 了 工 | sin — 十 |x| 一 ”~0 (x —> 0)， 


所 以 yd (0) = 0. 


例 20 证 明 : 若 | /Crdz 收敛 , 且 /CCz) 在 La, 十 ce) 上 上 一 
致 连续, 则 lim f(x) 一 0. 

证 ”由 /C7) 在 [au, 十 co) 上 一 致 连续 知 ,VYeE0, 导 9 
0( 不 妨 设 0 三 e) ， = E [a, + ce)， HB | 一 | 去 0 时 ， 


|f Cr) 一 f Cr,) | < pz 
又 由 | fCr)dr 收 伍 知 ， 对 上 述 人 ,入 >>a 当 rz 全 入 


时 ,有 


对 任何 7 这 六 ; 取 xT ,Tr 这 入 ,使 TT 二 7 二 和 且 x" 一 x 二 0， 
则 由 


f(x)6| = [fend 一 | fat 十 | rod 


< | fr) 一 Je)1d + [fa < 和 十 分， 
即 得 /I< 十 委 es，7 二 入. 
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所 以 lim f(x) = 0. 


了 一 “十 < 


主要 内 容 


一 、 定 积分 的 几何 应 用 
1. 平面 图 形 的 和 面积 
(1) 当 图 形 由 > 一 ar = 二 50 这 a),y 二 (rx) 以 及 工 轴 围 成 


( 见 图 6.2(a)) 时 ,其 面积 S 二 | fr) ldx. 


图 6. 2 
(2) 当 图 形 由 x 二 a,r= 二 5 人 CO>ao),y= fr) MRy= g(r) 


图 成 ( 见 图 6. 2(b)) 时 ,其 面积 S = | |/(x) 一 g(x) ldz. 

(3) 当 图 形 由 了 二 zy yes 二 8 和 7 一 or/ 
及 z+ 轴 围 成 ( 见 图 6. 3(a)) 时 ,其 面积 S = | >C)lz codr 

(4) 当 图 形 由 六 = 疡 (0) 和 一 x2(0) 及 0 一 ab = 8 围 成 
( 见 图 6.3(b)) 时 ,其 面积 S = 十 | [3(0) 一 二 (0)Jd0. 

2， 由 平面 截面 面积 求 体积 


。 4602<。 


tL b=x(i) ~ 


(1) 


图 6.3 
(1) 位 于 平面 z= 二 a 和 Xx 二 5b 之 则 (6 之 a) ,在 任 一 点 XE 
[ab 处 ,垂直 于 二 力 的 平面 与 立体 吕 的 截面 面积 为 ACz), 则 立体 
0 的 体积 六 二 | 4Gz)dz( 见 图 6.4(a))， 
(2) 以 直线 工 二 as,r = 二 5, 曲线 y= 二 f(x) 和 轴 围 成 的 曲 边 
梯形 , 绕 并 轴 有 旋转 所 得 旋转 体 ( 见 图 6.4@b)) 的 体积 VV = 


| FC)dr; 绕 y 轴 所 得 旋转 体 ( 见 图 6.4(c)) 的 体积 了 


| 


2x| xf Cr)dr 


3. 平面 光滑 曲线 的 弧 长 
(1) 曲线 CC 方程 由 方程 由 二 f(x),x E€ [a,b] 表示, 则 弧 长 


b 
;= | V1 十 Widx; 若 C 方 程 由 x 二 g(y),y € [c,d] 表示, 则 弧 
do 
长 s = | Vl.r dy. 


(2) 曲线 C 由 参数 方程 x 二 x0 ,y= 二 y(),t € [a,B] 表 示 ， 
。463 。 


则 弧 长 > 一 | Vx 十 yd 


(3) 曲线 C 由 极 坐 标 方 程 r = 70).a 乏 0 过 表示, 则 弧 长 ; 
一 | Mr rido. 


4. 光滑 曲线 的 曲率 、 曲 率 半 径 与 曲率 图 

(1) 光滑 曲线 C 由 方程 y 二 /(7x),X EE [a,bj] 给 出 , 当 (rz) 二 
阶 可 导 时 ,曲线 的 曲率 « 一 本 六 

(2) 光滑 曲线 C 由 方程 + 二 xz(1),y 二 y(1),t € [a,B] 给 出 ， 
当 z(1) ,y(f) 二 阶 可 导 时 ,曲线 的 曲率 上 一 | 玫 汪 二 克 交 | 

(XT 十 YY) 
(3) 光滑 曲线 C 由 方程 > =，(0),0E [a,B8] 给 出 ,曲线 的 曲率 
j2 十 2792 一 7 
[于 十 大 3 

(4) 若 曲 线 C 在 其 中 一 点 PP 的 曲率 * 关 0, 在 点 了 处 的 曲线 的 
法 线 上 所 作 的 半径 为 1/x 的 圆 与 C 切 于 己 , 这 个 圆 称 为 曲线 的 曲 
率 圆 . 曲率 圆 的 半径 尺 = 1 称 为 曲率 半径 . 

$. 旋转 曲面 的 面积 

(1) 厨 曲面 S 是 平面 光滑 曲线 C:y = f(x),x € [a,6j, 绕 工 
轴 旋 转 一 周 所 得 , 则 曲面 的 面积 


S 一 2zx| fz) V1+ f(r)dr. 


(2) 奉 曲 面 是 由 光滑 曲线 段 7+ = 0 ,y= yy(1),a 人 1 志 j， 
线 工 轴 旋 转 一 周 所 得 , 则 曲面 的 面积 


x 二 


3 
S =27| [yO Vr + yd 


二 、 定 积分 的 物理 应 用 
1， 液 体 的 压力 当 平 面 落 板 放置 在 密度 为 p 的 液体 中 时 , 薄 
板 每 面 土 所 受 静 压力 与 放置 角度 .深度 和 薄板 面积 有 关 , 可 用 定 积 
*。 4064。 


分 计算 . 
2.， 变 力 做 功 。” 变 力 f(x) 在 直线 方向 上 从 x = 二 a 到 7==5 所 
做 的 功 W == | Fr)dr. 
3. 静 力 给 与 质心 (重心 ) 
(1) 光滑 曲线 段 y = f(x),xz € [a,6bj, 线 密度 为 x( 常 数 ), 则 
曲线 段 质量 
1 -一 | 5 v1 十 y dr. 


n bh 
ty = | py Vl+ridr, M,= | Ap V 1] 十 ydzr, 


质心 Po(xo,yo) 为 
To = MM/m, yo = Mf/m. 
(2) 平面 图 形 mm z) 委 ? 委 Cr 和 zx 委 0, 面 密度 为 K( 常 
数 ) , 则 图 形 质 量 


nh 
71 一 - | L(y TT) CO— yx) dr, 
“Kk 
M., = | 5 (ya) — yi(7))dr, 


i 
Ad 、 = | LrCy CT) — (rdr 


质心 Po(xo, yo0) 为 
To = Mf/m, = M,/m. 

4. 古 尔 金 定理 

(1) 第 一 定理 : 弧 C 绕 不 与 其 相交 的 轴 旋 转 而 成 的 旋转 面 的 
面积 ,等 于 这 个 弧 的 长 度 与 这 弧 的 质心 所 划 出 的 圆周 之 长 的 乘积 . 

(2) 第 二 定理 ”面积 S 绕 不 与 它 相 交 的 轴 旋 转 而 成 的 旋转 
体 , 其 体积 等 于 面积 5 与 这 面积 的 质心 所 划 出 的 圆周 之 长 的 乘积 . 
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馆 难 解 配 


1， 定 积分 的 微 元 法 的 理论 基础 是 什么 ? 

答 ” 定 积分 的 微 元 法 的 理论 基础 指 的 是 :能 用 定 积分 微 元 法 
所 求解 的 量 应 具备 什么 条 件 . 

(1) 总 量具 有 区 间 可 加 性 . 即 总 量 是 定义 在 某 一 区 间 上 的 , 当 
将 区 间 进 行 分 割 时 ,总 量 被 分 割 为 小 区 上 的 部 分 量 ,总 量 等 于 小 区 
间 上 部 分 量 的 和 . 

面积 、 弧 长 . 功 等 具有 区 间 可 加 性 ,而 速度 .温度 不 具有 区 间 可 
加 性 ， 

(2) 部 分 量 的 近似 值 具有 线性 性 . 定 积分 是 积分 和 式 
> /ED)aAr 的 极限 ,/($,)Ax, 是 部 分 量 的 近似 值 ,是 关于 Ax 的 线 
性 函数 . 即 部 分 量 的 近似 值 必须 能 表示 为 定义 在 区 间 上 的 某 一 函 
数 (x) 在 小 区 间 上 一 点 包 的 值 /(&,) 与 小 区 间 长 度 Ax; 的 乘积 
(Ax 的 线性 函数 ). 

当 总 量具 有 以 上 两 个 性 质 时 ,一 般 可 以 用 定 积分 的 微 元 法 来 
求解 

2， 实 施 定 积分 的 微 元 法 有 哪些 步骤 ? 

答 定 积 分 计算 某 个 量 是 用 某 个 函数 Cr) 在 区 间 上 的 改变 
量 ( 增 量 )P(O) 一 PCa) 一 | /(x)dz 来 表示 的 ,通常 的 四 个 步 可 
是 ; 细 分 . 取 近 似 . 求 和 、 取 极限 . 

实施 定 积分 的 微分 法 一 般 也 遵循 这 四 个 步骤 ; (1) 细 分 区 间 
[4,0 为 x 个 小 区 间 ;(2) 求 部 分 量 的 近似 值 /Ce)Aczi(3) 作 和 式 


=、 , 
> yf1CS)Az,;04) 取 极限 lm >)A(5)Ar, 得 到 | /Cx)dx. 
i=1 0 j=1 + 


也 可 以 归纳 提炼 为 两 步 : (1) 求 出 F(z) 的 微分 式 ( 微 元 ): 
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dF(r) = /jz)dz( 由 6)Ar 抽象 得 出 ); (2) 将 微分 式 积分 ,得 
| fendr 一 CO) 一 F(a) (由 lim 之 /ED)Ar， 得 到 ). 微 元 法 就 是 
dt A0 ;一 ] 


求 微 元 得 到 积分 的 方法 . 

对 于 应 用 问题 , 找 出 微分 式 /KGz)dz 是 最 关键 的 ,其 次 是 确定 
积分 的 区 间 . 至 于 怎样 计算 积分 的 问题 ,已 经 在 不 定 积 分 与 定 积 
等 章 解 决 了 ,不 册 獒 述 . 


方法 . 拉 巧 与 典型 例题 分 析 


定 积分 应 用 的 方法 和 技巧 主要 是 指 取 微 元 的 方法 和 技巧 ,这 
要 求 读者 对 具体 问题 有 相当 的 了 解 , 能 通过 几何 .物理 概念 找到 最 
合适 的 微 元 ;其 次 是 利用 对 称 性 .奇偶 性 周期 性 等 概念 ,将 积分 变 
得 尽 可 能 的 简单 . 

一 、 定 积分 在 几何 中 的 应 用 

1. 平面 图 形 的 面积 

例 1 设 y== f(x) 是 [a,a 十 h] 上 的 单 
调 连续 曲 线 ,证明 :在 (a:e 十 关 ) 中 总 存在 一 
点 上 使 得 图 6. 5 中 两 阴影 部 分 面积 相等 . 

若 f(r)=e”, 记 人 =a 十 0, 并 求 limb， 

证 ” 邦 两 阴影 部 分 面积 相等 , 则 图 6.5 


| [f(x) — fay) ldr 


Ju 十 hn 
一 | [fa th) 一 (xz)jdz， 
所 以 
过 十 帅 
| fr)dr 


J 十 由 
二 f(a 十 hh)(a— €)C— | [fa++h)— fr) ldr 


十 /0D (6 一 a) 十 | [fxr) 一 jay]dzx 


= (4d 十 ja 十 六 十 一 aa) 一 红 La 十 0) 一 ac) 


dd 二 上 
(a 二 hf 二 +h)—af(d)— | /xr)dr 
DT ( 依 中 但 定理 ， 


re +h) —f (a) 


| /la 十 有) 一 J 了 (7) 
一 a 十 六 Fo 十 内 二 Fa 二 Fay 一 4 


且 ss 之 a 二 上 h. 
若 f(x) 单调 增加 , 则 上 式 中 分 子 、. 分 母 均 大 于 零 ; 行 /1Gxz) 单调 减 
少 , 则 上 式 中 人 分子、 分母 均 小 于 零 . 
符 /Cz) 二 e,$ 二 a 十 4, 则 由 《的 第 一 个 等 式 可 得 
9 = he 一 ee 十 人 加 ce (AP 一 1) 十 1 


(4 <7 <a 十 几 ) 


he"ts — e") he 一 1) | 
1 四 
帮 lim0 = lim e (hi 1D)+l i en 
h-»0 -= AKCe- 一 ]) he 一 1] 十 Ac 
. h 1 ,. ] ] 
= Im Co 一]lim 一 一 一 二 一 . 
i-0 ] 一 上 十 下 站 -0 0 十 1】 2 


例 2 奇 由 曲线 = 
0<r< < 与 两 坐标 轴 所 围 成 的 


图 形 被 旧 线 = csinz 与 yy 一 psinr (a 全 
b>0) 三 等 分 , 求 出 a,b 的 值 ( 见 图 6.6). 
解 。 设 曲线 y = cosx 与 曲线 y= 


COST 


图 6.6 cS1In. 种 二 bsinx 的 区 点 的 模 坐 标 分 别 
为 不 ] 和 | 二 2 
l ] 
由 cos.ri 一 csinzriycosy。 一 sinry 得 ,tanx) 一 tan7z 一 记 ， 
C 2 


由 ab 及 在 | 0, 子 | 上 vy 二 tanr 的 单调 性 知 
| coszdz 一 | esinrdz 
9 0 
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+ | I, 了 
一 | asinxdrx 十 | cosrdxz 一 | psinrdr 
0 | | 
: To nr/? 
一 | bsin.rdr 十 | cosxdx., 
[WE 


2sinx) 十 2acosri 一 24 = sinr， 十 bcos7, — b,， 
1 acosr) — a=— bcosz, 01 sinvy, 
| 一 1/ Vi+a:, cosx=a/ V] 十 c， 
=1/ VitH, coszs 一 6/ V1 十 多 . 
代 人 上 面 等 式 , 得 
vT 十 好 一 2 一 v1L 十 天 一 人 
vT 干 更 一 4 一 0 十 1 一 vT 十 严 ， (= 5/12. 
例 3 在 等 轴 双 曲线 x 一 > 二 1 上 任 取 点 
(rt,y), 求 由 双 曲 线 与 点 (rz,y) 和 (x, 一 y) 同 
原点 的 连 线 所 围 成 的 曲 边 三 角形 的 面积 ( 见 图 
6.7). / 
解 由 z 盖 0, 显 见 图 形 对 称 于 工 轴 , 则 


小 


ol | 2 一 
w 一 2 | Vi ldt 图 6.7 
一 Xy 一 [rz vx —1—ln|x++ vx’—1|] 
一 xy 一 yy 十 ljnkGzr 十 y) 一 inGCzr 十 3 
7 十 9 一 e”. 
由 12 一刀 一 1 一 rz 一 yy 一 ee 一 ， 
~ 一 和 上 一 号 
7 一 一 一 一 coshS,， y= ~ -7 - 一 sinh,S. 
例 4 利用 图 形 ( 见 图 6.8) 面积 计算 定 积 分 
| dr 
1 十 (tanzr) 
、 ] AX 
’y 从 二 一 一 一 一 一 一 一 经 过 品 ny ? 9 9 9 
解 ” 因 为 1(7) 一 一 ny 开 经 过 点 | 0| CC0,1) 


。 4690。 


dr 


开工 | ,所 以 积分 [dz 在 
’ ”P| 主 ， > | ,所 以 积分 ”一 在 数 
-x 值 上 恰 为 矩形 4BCo 面积 的 一 半 , 即 
177 pp De dj ] x 
5X Xl 一 一 . 
| 1 十 (tanzr) 2 2 4 


可 以 通过 证 明 点 P| 于 ,六 | 是 点 (zy Cz)) 


和 点 | 至 一 交州 玛 一 zj 的 中 点 来 证 明 曲 线 
jzr) 关于 PP 对称. 因为 
f 人 z 1 1 
4 1] 十 [tan(x/2—x] YY 1 十 (cotz) 
(tanz) “2 


1 十 tan “7 
所 以 地 | Ar + 名 一 z+] 
= 二 | 一 ceanz) | 1 
21L1 十 (tanr) 2 ] 十 (tanzr) ”2 
即 曲线 f(x) 过 点 工 , 六 
例 $ 在 抛物 线 Ci:y= 二 zx: 一 4+ 十 3 上 
任 取 一 点 了 ,向 抛物 线 Cj:y 二 一 4z 十 7 
作 两 切线 , 记 两 切 点 为 A4,B. 证 明 ; 曲 边 三 
角形 PAB 面积 S 为 常数 ( 见 图 6. 9). 
证 因为 Ci:y 一 (一 1 一 1 C:y 
二 《ZX 一 1) 十 3, 不妨 化 为 y= 二 x 和 y= 二 
十 4. 下面 我 们 就 更 一 般 的 情形 Cl:y 一 QZ 图 6.9 
和 Ci:y = 二 ax? 十 6 (a 之 0,6 > 0) 来 进行 讨论 . 
议 点 天 的 坐标 为 人 te 六 ), 则 过 点 己 的 直线 与 C* 相 切 于 点 
(Caz 十 5), 从 而 切线 斜率 为 
(axr’ 0) CO— arf: 


-一 了 


— 2ax. 
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解 得 两 切 点 坐标 为 
Alt 一 V6/asali 一 Vb/a) 二 如 ; 
B{1+ Vo/avalt + Vo7a) + 6)- 
两 切线 为 PA,PB, 切 线 方程 分 别 为 
y= 2a(t— Yo/a)(r— 1) + arn, 
y 二 2a (ft 十 Vb/a) (rt) 十 et. 
从 而 , 曲 边 三 角形 PAB 面积 
Di) 一 | {Car +46) —[2aG — VO7a) Cx —t) tatsjidr 
+| {ar +6) 一 [2ad + veo/a) Cr —t) +art’] /dz 
-< 7+ Vb/a —t)*dzx +a| Cx — Vb/a —1):dx 


= 了 [fc 二 vb/a -03 


+ vo]| 


= 如 VB 十 人 Va ;YE 


可 知 ， 曲 边 三 角形 面积 与 1 无关 ， 与 点 的 取 法 也 无 关 ， 是 一 
个 常数 . 

例 6 由 点 M(24,0) 向 术 圆 五 十 点 = 》 
1 作 切 线 MP 和 MQ, 求 曲 边 三 角形 MMPQ 所 
围 图 形 的 面积 ( 见 图 6. 10). 

解 先 求 切线 MP ,MQ 的 方程 . 对 椭 


圆 方程 两 边关 于 工 求 导 ,得 
21 十 2 必 yy = 0—>Yy 一 一 2 ， 6. 10 
则 过 任意 点 (x,y) 的 切线 方程 为 
Y—y= CX)—>ay(Y 一 y) 十 OrCX 一) 一 0. 


将 (X,7) 以 (24,0) 代入 ,得 
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ip = 07: 二 a ry = ab.. 
所 以 ,点 了 坐标 为 | 全， 和 4|， 点 QQ 坐标 为 | 所， 30). 
由 面积 关于 x 轴 的 对 称 性 ,得 


v3 bi : 
s=2| 24 — “一 全 ry) dy 


/3 z V3 6/2 
=2 | 2ay YY <y 一 - 兄 |， V 太一 网 十 Darcsln | | 


) 。 例 7 设 xoy 平 面 上 有 正方 形 D:0 志 < 
1,0 夺 y 全 1 及 直线 l:+ 十 y 二 1 (之 0). 厂 
S(t) 表示 正方 形 D 位 于 直线 /左下 方 部 分 面积 


( 见 图 6. 11), 求 | SdiCr > 0). 


~ 解 ”因为 
f° /2,， 0 三 1 1， 
图 6. 11 ， 
S(t) e+ 2:— 1， 1 二 1 夺 2， 
] ， t > 2,， 
| #2/2de 
0 


于 1 TT 
所 以 | Sd = | /ad 十 | (一 /2 十 2 一 1)di 
0 l 


1 2 上 
[za + | #2 + 2 — Ddrt dt 
| 一 0 过 工 


1， 
一 Ta/6 十 下 一 并 十 可 ] < 和 2， 


TC—1,， 7 之 2， 
例 8 已 知 抛物 线 y = pi 十 gr (p 过 0.9 >> 0) 在 第 一 象限 
内 与 直线 x 十 y = 5 相 切 , 设 抛物 线 与 + 轴 所 围 的 平面 图 形 面积 为 
SC( 见 图 6. 12). 
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(1) p 和 9 为 何 值 时 ,S 达到 最 大 值 ? 

(2) 求 出 此 最 大 值 . 

解 ” 由 y= 二 px 十 qr 和 y= 二 0 求 得 抛 
物 线 与 + 轴 交 点 的 横 坐 标 为 z= 二 0,x;= 
一 9/P. 故 


一 0 
S -一 | (pr 十 - Or)dz 


图 6. 12 


—g/p gq 


Pj 9 2 a. 
3™ 下 | 0 6p” 

由 XxX 十 y= 二 5 和 yy 二 px? 十 97 和 相 切 ,得 方程 px 十 (9g 十 1)7 
一 5 一 0 只 有 惟一 解 , 故 判别 式 必 等 于 零 . 即 


A= (y+ 1)* 十 20p = 0=>p = 一 各 (1 十 9)”， 
, 200g° 
/js 2000 43 一 人 

且 9 (g) ao Ty 下 0 一 ”0 3， 

当 0 二 gg 过 3 时 ,S'(g) 守 0; 当 gg 请 3 时 ,S'(g) 过 0. 于 是 当 g 
一 3 时 ,St(g) 有 极 大 值 , 即 最 大 值 . 

og。 2 4 .2 

当 g = 二 3 时 ,pp 20(1 十 3) SS 3 


例 9 求 曲 线 一.rGCr 一 1)Gr 一 2) 与 
直线 y 二 3(7 一 1) 所 围 图 形 面 积 ( 见 图 6. 13). 
解 。” 面积 第 元 为 
dS = |rGr 一 1)Gr 一 2) 一 30 一 1)|1dz， 
所 以 ,所 求 图 形 面 积 


本 
S =| [XC Oo Ir m2)— 3(7— 1)|dr 
1 


3 
| 一 1 一 3 二 1Dldz 


图 6. 13 


| 一 (一 3)607 十 1)qdz 
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十 | 一 1)Cr 一 3)Gr 十 1)dz 一 8. 

例 10 ” 设 阿 基 米 德 螺 线 7 = a9 
(a 之 0,0 宇 0) 每 相 邻 两 圈 间 的 面积 
为 5,，51,S2,…《( 见 图 6.14), 证 明 : 
S19 O23" 成 等 差 数 列 . 

证 ”利用 极 坐 标 下 的 面积 计算 
公式 ,得 

] 2( 上 十 1 277 | 

全 一 本 | (a0):d 


= Sam(3k 十 3k 十 1)， 
k 一 0,1,2,.**. 
因为 S00 二 4 一 4 一 4， 一 4， 一 4 所 以 


:= 4 一 4 一 Sam [3k: 十 3k 十 1 一 (3&7 一 3k 十 1)] 


= 8ank, k= 1,2,. 
可 知 ,S1,S;,S3,"… 是 公差 为 8a*w 的 等 差 数 列 . 

例 11 求 闭 曲线 x 二 x 一 x 所 围 图 形 的 面积 . 

解 ”此 图 形 特征 可 由 方程 得 出 , 它 关 于 x,y 轴 对 称 . 令 工 二 
reos0,y 二 rsin9, 得 出 曲线 方程 为 

,SINn’0 = ricos’0 一 ricosi0—>r’cos'0 = cos20 之 0,， 

所 以 一 xd4 委 0 和 过 /4 或 3r4 委 0 和 过 5r/4. 故 
1 cos20 49g, 


2 cosig 


dS, = 37*(0)d0 = 
于 是 ,由 图 形 的 对 称 性 ,得 
/2 & KKy 了 
SS 二 45 二 4X | cos20 gp 一 ?| (1 — tan’*0)dtand 
2 Jo COS 0 0 
| 加 加 1 4 
2 = 2|1 |= 1 
类 似 地 ,可 求 得 闭 曲 线 ( 妆 十 六 ) 二 a (x! 十 yy ) 所 围 图 形 的 面 


积 . 曲线 的 极 坐 标 方程 为 /7? == 2 1 _ sin?20 | 由 图 形 关于 x 轴 


tant 一 3tan’0 
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] /2 ™/2 ;) ] ，， 
9 一 4 区 | 一 QU = ?| cd 1 一 二 Sin 20d0O 
J 习 2 


3 区/ 2 ™/2 3 
一 >| acdi + a cos40d8 = ~ rna’. 
2 Jo0 0 4 
> ce 7 一 cat -一 ™ 2 | 
例 12 求 封闭 曲线 + 一 2.5,0 一 他 所 围 图 形 的 面积 


解 ”因为 当 则 线 封闭 时 ,上 由 0 变 到 十 ce ,所 以 ,所 围 图 形 面 
~ , _ 2 全 ft 
下 "0 = ana | Ty 


一 27a” lim | | dt_ 十 了 | tdi | 
tj d+ 4Jol+trR 2Jod+e) 


# 


一 ona? lim | 1 一 1 rctant 一 vem 
6 十 co 4(1 十 2) 4 4(1 十 志 ) 


= TQ (1 一 TV/4). 

2， 其 它 几 何 应 用 

例 13 已 知 曲线 为 星 形 线 ( 见 图 6.15):z 
一 cdcos ty 二 asin't (a 之 0,0 之 1 芝 27). 求 ， 

(1) 所 围 成 图 形 的 面积 Si. 

(2) 绕 Z 轴 旋转 所 得 旋转 体 的 体积 了; 

(3) 统 直 线 > 三 工 旋 转 所 得 旋转 曲面 面积 
9，， 

解 (1) 由 对 称 性 ,得 6. 15 


0 ni2 
SS = 4| yr (1)dt = 4| asin’t3acos:tsintdt 
和 7 2 0 


0 


Xi/2 其 /2 
一 12| slinitcos’:tdrt 一 12e| (sindz — sin’t)dr 
0 站 


3°1] 9°3°117 3 
_ 2 _ i 
e442 04r2)2 ™ 8"™ 
(2) Y = 27| |a’*sin’t1(— 3acositsint) fd 
0 


一 - Gna’| ”sin 一 sin’t)dr 
总 

6 4 2 86. 421 .32 a 

= na’| 75 9.7.5.3) 105" 


(3) dS, = NV 二 ydi 

3asintcostidt, 7/4 二 t+ #2,， 
全 3asintcosidt, xx/2 委 上 所 37/4. 
由 对 称 性 ,得 旋转 曲面 面积 


A374 1 一 一 上 
S， 一 2| 27| 2 x? 十 yet] 


-sn VE 


2 
T . . 
— An ， ae| | (sin’t 一 cos’t)sintcostdi 


无 六 


3r 7 

-一 | (siny3f 一 coss)sinteost |d 
式 ， 

“2 Sin + cos’ 


pp 


| 本 


sjnslr 十 cos™t 


D 


V 2 
— ra? (4 V5 —1). 
例 14 设 D 是 由 抛物 线 » = 


域 ,其 中 0< < 2( 见 图 6. 16). 


_V ,和 由 D; 绕 y 轴 旋转 成 旋转 体 体 


区 | 6. 16 值 ? 试 求 此 最 大 值 . 
解 GD Vi = 7 (2rd 


— nc32 — a5), 
oy) 


2 


¢ . 


37/4 
区 7 了 2 | 


2.x* 和 直线 


TT 二 a,T= 二 2 和 y= 二 0 所 围 成 的 区 域 ;D; 是 由 抛 
物 线 了 一 2r 和 直线 y= 二 0,7 = 二 a 所 围 成 的 区 


(1) 求 由 Dn, 绕 z 轴 旋转 所 成 旋转 体 体 积 


和 i VV， 9 


(2) 回 : 当 4 为何 值 时 ,六 十 V; 取得 最 大 


+- -3 -ol ! 
V ,= Nd ， 2a” 一 "| dy 一 2TXoL 一 Tool 一 Tc 


0 
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(2)V 一 Vi 十 Y 3 一 二 (32 -一 a” ) 十 Tc 
一 4rc3(1 — a), 
邻 V = 二 0, 知 a 三] 为 惟一 驻 点 . 
当 0 过 4 过]1 时 ,V,0; 当 a 户 1 时 ,V, 过 0. 故 a 二 1 时 有 
极 大 值 , 即 最 大 值 ,所 以 最 大 值 V(1) = 3x. 


例 15 求 微 分 方程 xdy 十 (x 一 2y)dz 一 0 的 一 个 解 y = 
y(X), 使 得 由 曲线 y= y(7) 与 直线 工 一 ,7 一 2 及 工 轴 所 转 成 的 
平面 图 形 统 z+ 轴 旋 转 一 A 


解 将 微分 方程 化 为 5 -一 二 一 一 1, 即 得 
yy 一 ee jo J -|= | 二 十 | 一 六 十 cz2， 
故 旋转 体 体积 


V(O) = | rcz+ecz )“qr = 了 2 十 交 十 可 |， 
5 2 3 
VO) = 十 襄 ]， 
5 2 
AVI 一 9 
wx V (c) 0, 憩 Cc ] 24° 
因为 V "(Ce ) 一 过 >> 0， 所 以 7 一 一 -这 为 惟一 一 极 小 值 点 , 即 最 
小 值 点 .于 是 
y=r— 
124 | 


例 16 求 曲 线 y= 二 一 27,y = 二 0,7= 二 1,x 二 3 所 围 成 的 平 
面 图 形 的 面积 S ,并 求 该 图 形 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 
V( 见 图 6. 17). 

解 S== S| 二 S,. 


471717 * 


平面 图 形 S; 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 


从 
一 村 | (LVT 直 rdy — r= 
一 】 


平面 图 形 9: 绕 y 轴 旋 转 一 周 所 得 旋转 体 的 体积 


3 
V, = 277 一 | (十 V1 十 yy)'dy 一 全 


所 以 ,所 求 旋转 体 体 积 ”yy 二 V+ VV, = 9x. 


图 6. 17 图 6. 18 
例 17 求 摆 线 ,.Xx = 二 a(t 一 sinf),y = 二 a(] 一 cost),0 牵 2x 与 x 轴 
围 成 的 平面 图 形 绕 y 轴 旋 转 所 得 旋转 体 的 体积 V( 见 图 6. 18). 


2 27 
解 V= ?zx| Tr» ydr 一 2x| a (ft — sint) (1 一 cost)dt 
0 0 
一 2ruz| ‘Gt 一 sint)| 1 一 2cost 十 0 十 cos20D [dt 
0 


2 
一 2ra’| (S31 一 六 sint 一 2tcost 十 sin2t 十 tcos2r 
0 


一 sintcos21)dt = 2ra” ， 2 
一 6ma’, 

例 18 立体 底面 为 抛物 线 y = x 与 直线 y = 1 围 成 的 平面 
图 形 ,如 图 6. 19 所 示 , 而 任 一 垂直 于 y 轴 的 截面 分 别 是 : (1) 正方 
形 ( 见 图 (a));(2) 等 边 三 角形 ( 见 图 (b)); (3) 半圆 形 ( 见 图 (c)). 
求 这 三 种 情形 下 立体 的 体积 . 
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图 6. 19 


解 先 求 出 三 种 情形 下 的 截面 积 S1,S;,S3, 再 利用 公式 求 体 
只 Vi, V2, Vs. 


(1) Si(y) = 二 (2 Vy)?= 4y, 故 
i 1 
全 = | sioondy = | .4ydy 一 2. 


(2) S.Cy) = 3.0 /TFT): 二 v 可 y 圾 


1 / 
V，, 一 一 | SCy)dy =— | a/ 3 ydy 一 二 
0 


(3) SCy) = 六 Vy)’ 一 二 7y, 孝 
工 xydy 一 I 


! 
VV, 一 | Ss(y)dy 一 | 2 
0 0 


例 19 两 个 半径 为 的 圆柱 的 轴 垂 直 
相交 , 求 其 所 围 成 的 立体 的 体积 ( 见 图 
6. 20). 和 右 两 半径 分 别 为 尺 和 7 (R 二 7), 体 
积 有 何 变化 ? 

解 。” 作 平 行 于 x+ 轴 、 与 x+ 轴 距离 为 y 且 
牌 直 .roy 平面 的 平面 ,与 两 圆柱 体 公 共 部 分 
的 截面 积 为 5(y) 二 一 y, 于 是 

/2 2 16 ， 
V 一 | Gr — y)dx 一 EE 

在 两 圆柱 有 人 不同 半径 , 则 截面 为 矩形 ， 

截面 积 
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9 (一 VC 一 2) 一 六)， 


立体 体 内 V 一 s| (9 -一 yOR — yy )dy 
是 一 个 椭圆 积分 . 作 代 换 y 二 rsin0, 且 令 & = 三 7/R, 则 


SR “cos v1 ©— ksin’0d0 
一 RL + RYEC) — (1 — EFC)), 
其 中 CX) 和 (4) 是 完全 椭圆 积分 ,可 查 表 得 出 . 


例 20 。 设 悬 链 线 y 一 二 (e’ 十 e“) 在 [0,w] 上 一 段 弧 长 和 同 
边 梯 形 面 积分 别 为 s(x) 和 SCu), 如 图 6.21 所 示 ; 该 曲 边 梯形 绕 > 
办 旋转 所 得 旋转 体 的 体积 和 侧面 积分 别 为 Y(Cxe) 和 Sela); 旋 转 体 
和 在 工 王 2 一 痪 的 底面 积 为 sn) .证明 :Ye 二 0. 
(1) ssGCe) = Su) ,Selu) = 2V (uu); 
Seca) 


V 


| 


(2) im Sn) 


证 (1) 由 于 y = 5 十 er) ,所 以 


vv1 十 入 一 V1 十 [Ge 十 e  )/2} = y, 


Su) 一 | v1 十 ydzr 一 | >dz 一 (zx)， 
0 0 


Selu) 一 2x| ， v1 十 ydz 一 2x| yrdx 一 2V (x). 
0 


(2) Sclu) = 2x| ?dz 一 | Ge” 二 ce “二 2)dr 
0 0 
一 一 (ez 一 e ”+ 4u), 
4 
bt) 一 TO (4) 一 Ce 十 ec )2: 一 Te 十 e “十 2)， 
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2 一 了 
if | (zf ) i ec“ 二 4u 

in 一 一 一 一 一 
以 Spla) 1 十 ca Ge 十 ee 2 十 2 


1 十 co 


一 ] . 


Lf 一 2 2 ， 
例 21 。 求 半 立方 抛物 线 交 一 冯 (r 一 1D)3 _) 
5 后 /3 


被 抛物 线 y= 己 所 截 得 的 一 段 弧 长 s( 见 图 
06. 22). 


解 。 求 得 两 曲线 的 交点 为 | 2, 和 


0 


| 上 
$ 


2 一 6 | , 且 知 弧 关于 x 轴 对 称 . 所 以 ， 图 6. 22 


3 
y= XS _. 1)” 一 zo) 


: 2 
一 ?| 1 十 yzdzx 一 ?| 1 十 广 Gz 一 1)dz 
1 1 


2 [ -=3||3| | 
-全 | V 3 ] qd 9 [2 1 |， 


例 22 求 外 摆 线 一 拱 的 长 . 外 摆 线 方程 为 


| 


x = (a + beost 一 pos 人工 2 
1 0 < a. 
y= (ob)snt — bsin 和 


解 先 求 出 外 摆 线 一 捧 上 的 变化 区 间 . 因 为 外 摆 线 一 拱 的 始 
点 与 终点 都 在 圆周 十 y* =a” 上 ,所 以 解 方 程 
a 二 
pb a 


4 二 Xx 十 二 a 十 0)cost 一 becos 


十 cc 十 bp)sint 一 bsin S| 
(a 二 5b) To 


| 


rr 


一 2044 十 站) 


| 
. .db 
sintslil 一 才 - COSICOS 
| 


c 十 
1 


一 纺 十 2 十 26 一 20(0u + bceos 广 1， 
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得 cos 和 1 一 1=>t1 二 0 与 1 = 全 即 外 控 线 的 一 拱 , 参 数 0 志 1 专 


24 
一 x. 于 是 


xX， 二 一 《a 十 | sint — Sin < Ed, 


» 二 (a 十 0) 


cost 一 cos “上 | dz ， 
: 十 %2 一 aa 十 6)?sin’ St dr. 


2br /a f Zo /a » | 
得 $= | 并 十 vy dt -一 | 9(a 十 b)sin 一 一 fd 
0 0 20 
4(a 十 0)0 Q 


OS : 
a 2p |o 


2pbr /uu 


一 Ca 十 2)， 
例 23 如 图 6. 23 所 示 , 在 捍 


线 工 = 二 a(t 一 sint),y 二 a(l 一 
cosf) 上 , 求 分 摆 线 第 一 拱 为 1:3 
的 点 的 坐标 . 
" 7 解 ” 因为 x; 二 a(] 一 cosi)， 
6. 23 yY 一 asint, 所 以 


Ti2 十 yy = da’sin’ 
当 t 从 0 变 到 27 时 , 摆 线 划 出 第 一 拱 , 有 
一 | zr 十 ydt 一 | “2asin Fd 一 842， 
设 分 点 i 一 io, 则 由 


St ) 一 | 2asin Ld 一 4a 
0 2 


?| 二 
?| 


得 加 一 二 x, 于 是 


。，482。 


即 所 求 分 点 坐标 为 2 _ 3 ra 
一 、 定 积分 在 物理 中 的 应 用 


定 积分 的 物理 应 用 的 关键 同样 是 微 元 的 确定 ,要 根据 物理 定 
律 和 问题 的 具体 条 件 确定 坐标 系 , 选 择 物理 量 ,确定 定 积 分 微 元 . 

例 24 某 疗 门 的 大 小 和 形状 如 图 6. 24 所 
示 , 闸门 的 上 部 为 矩形 4BCD, 下 部 由 二 次 抛 
物 线 与 线段 A4B 所 围 成 . 当 水 面 与 闸门 的 上 医 
相 平 时 , 欲 使 闸门 矩形 部 分 承受 的 水 压力 与 闸 
门下 部 承受 的 水 压力 之 比 为 5 : 4, 闸 门 矩 形 部 
分 的 高 应 为 多 少 米 ? 

解 。” 取 坐 标 系 如 图 , 则 抛物 线 方程 为 

rr 二 hh 二 1 一 y. 

疗 门 矩形 部 分 所 受 水 压力 


| 
户 一 ?| ogxrdr = pgh’, 
0 
闸门 下 部 承受 水 压力 
二 1 
p: = ?| pgr Vhi+l1— xdzr, 


vvh+l1—-r=t 1 ， 
0 
上 六 | 月 Wp 
-一 / ~ 一 ”一 一 一 7 一 一 -一 _ 
40g| 中 十 1 | tog| 卫 十 站 |. 
2 
= " 2 >h=2. 


pz 4 4(A/3 + 2/15) 本 4 
即 闸门 矩形 部 分 高 应 为 2m. 
例 25 一边 长 为 & 和 2 (ae >0) 的 矩形 


于 液 面 ,位 于 深 处 . 若 液 体 的 密度 为 2. 求 
图 6. 25 薄板 每 面 上 的 液体 压力 . 
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的 如 图 6. 25 建立 坐标 系 .7 的 变化 区 间 为 L0,bsinaj],d5S = 
L447, 压力 微 元 dp = p(th + x) aoz 于 是 


sine 


SINA SIneo 


p=| ph + 7r) 一 | hx 十 | 几 
一 pab| / 十 Ssina| . 

例 26 ”有 一 装 满 密度 为 960kg/mi 的 
油料 的 贮 油 色 ,在 其 下 部 有 一 个 半径 为 R = 
380mnm 的 检修 孔 . 设 孔 的 中 心 与 液 面 的 距 
离 二 6800mm, 孔 口 挡 板 用 每 个 能 承 
500kg 力 的 螺钉 紧 固 , 问 此 检修 孔 需 用 多 少 
个 螺钉 . 

图 6. 26 解 如 图 6.26 建立 坐标 系 . 圆 孔 方程 
为 十 y 三 RR, 积分 区 间 为 [一 R,RJ. 对 应 于 小 区 间 [x,x 十 dx] 
的 压力 微 元 


=- 一 
= 


dp = ph rx)2 vR 一 dz， 
改 孔 日 挡 板 所 受 还 力 


RR R 
户 一 | 20(A 十 vyvR’— rdr 一 4op| VR’— rdr 
一 以 0 
7 ， 
-一 40h . 1 一 DOA. 


将 题 给 数据 代入 得 
p = 960 X 6.8 X 3.4 XxX 0. 38 2 2952 (kg) 


or | 十 ] 2 6. 
所 以 至 少 需 要 6 个 紧 因 螺钉. 
例 27 .一 个 半径 R = 3 密度 。 = 2 的 实心 球 完全 沉没 在 水 
中 , 球 顶 部 到 水 面 的 距离 为 16, 求 把 球 提高 到 底部 与 水 面相 齐 需 
做 的 功 . 
解 因为 球 的 体积 V = xR* 一 36x, 球 的 质量 M = Vp = 
. 484 。 
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72x, 当 球 完全 沉没 水 中 时 ,浮力 为 36r. 所 以 , 球 提升 到 顶部 与 水 
面相 切 时 所 做 的 功 
HH 一 (72 一 36)x X 16 = 5767. 
如 图 6. 27 建立 坐标 系 , 考 虑 将 球 提 升 出 水 面 
需 做 功 W;. 设 将 球 顶 从 点 (0,0) 提 到 点 (0,y) (0 
之 y 忆 6), 记 此 时 水 面 上 球 的 体积 为 ,水面 下 部 
体积 为 36x 一 V1. 用 平行 截面 积 方法 求 Vi, 在 点 
(0,0) 与 点 (0,y) 间 任 取 一 点 (0,Y) 作 截 面 圆 , 设 
其 半径 为 六 , 则 应 有 
X: 二 (YC— y+ 3)’ = 3’, 


故 Vi = | Xidy 一 | 0 一 人 7 一 十 3 六 jdqy 
从 习 


一 x| 9Y 一 二 一 了 十 5 


> 
0 


n ? 
= -人 -人 上 
3 (9 一 y)y.. 
于 是 提升 力 
“= Vp (3675 一 YY )X1L1 一 36x 十 训 (9 一 yD)y. 
r 8 ™ ' 区 2 
故 V = | Fdy 一 | | 36x 十 - 了 《9 一 Wy jdy 
章 0 . 
和 | 36my 十 Ty 一 Dy | = 30 X 97 = 3247. 
0 


所 以 ,总 功 W = WT W, = 9007. 
例 28 用 铁 锤 将 一 铁 钉 钉 人 人 木 块 , 设 木 块 对 铁 钉 的 阻力 与 铁 
条 条 入 木 块 的 深度 成 正比 . 锤 击 第 一 次 时 , 铁 钉 杀 入 lcm. 若 铁 锤 
每 次 锤 击 时 所 做 的 功 相 等 , 问 第 二 次 锤 击 钉子 时 杀人 多 深 . 
解 “ 设 锤 击 第 二 次 时 , 锤 人 深度 为 A. 因为 
F=Ekr, dW = Fdr = krdz. 
第 一 次 锤 击 所 做 的 功 


1 
W” 一 | krdr = kr = 
0 
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第 二 次 锤 击 所 做 的 功 


] 十 下 1 | 
WU， = | krdx = 5k 十 2h). 
1 


由 题 设 Wi 二 W, 一 > 3k — 5kCh: 十 21)- 人 > 性 十 2 一 1 一 0， 


解 得 A 二 Vv 2 一 1] (cm)( 负 值 舍 去 ). 
例 29 设 有 一 半径 为 ,中 心 骨 为 的 加 
弧 形 细 棒 ,其 线 密度 为 常数 p, 在 圆心 处 有 一 质 
量 为 x 的 质点 1, 求 这 细 棒 对 质点 M 的 引力 . 
解 。 如 图 6. 28, 建 立 坐 标 系 . 圆 弧 中 一 小 
段 ds 对 质点 MM 的 引力 微 元 


_mpedzxz kmp kmnp 
tg] B28 dF = Ri = (Rd0) 一 -页 QO. 


/2 /2 . 
故 FF, 一 | dFcosl = | Kmp gd 


— /2 —¢/2 kk 


2 加 2kmp.. 9 


0 kK "9g， 


yi 2 Pi2 
F, = | dF'sing = 2| kmp i gd0 一 0. 
— PF/2 一 9/2 人 


2kmp . 
= sing 


所 以 ,引力 的 大 小 为 和 Csin 于 ,方向 自 点 M 指向 圆 驱 中 点 . 
例 30 有 一 质量 为 M\ 长 为 /的 均匀 细 棒 ， 
4B 和 一 质量 为 M。 的 质点 . 质点 位 于 坐标 原 
点 ,4 末 垂 直 于 z 轴 ,Co4 =a,/C0B= B,oC 
= a. 求 此 棒 对 质点 的 引力 . 
解 。 如 图 6.29 建立 坐标 系 . 细 棒 上 微 元 


dh 对 质点 的 引力 


图 6. 29 
dF ~ 一 Mo 和 qh ' 六 0 9 


其 中 ro 一 《cosO sinl) .而 
。 486。 


< ho=atang, dh = asec20 


"cos0’ 
于 是 dF 二 dOro, 从 而 
有 
F, = | ae。 一 | cosbdl = MM ip 一 sina), 
站 al a al 
8 8 
有 一 | dF, = | sin0d4 = Mo cospB 十 cosa). 
7 a al Jj。 al 
/ M 
故 F 一 Fr 十 忆 — ~ V2— 2c0os(p— a) 
2MM 一 
= Sn 7 ， 
方 回 0 = arctan 3 一 arctan tan FE = 二 


例 31 一 个 半径 为 R 的 圆 环形 导线 均匀 带 
电 , 电 荷 密度 为 6, 在 过 圆心 且 垂 直 于 圆 环 所 在 平 
面 的 直线 上 与 贺 心 相距 为 a 处 有 一 带电 量 为 9 的 
点 电荷 . 求 导线 与 电荷 之 间 的 作用 力 . 
解 如 图 6. 30 建立 坐标 系 . 点 电荷 位 于 原 
点 , 圆 环 方程 为 
Ty = Ri:,z=a. 
在 圆 环 上 点 (zyyz) 处 取 微 元 ds, 将 其 视 作 


带电 量 为 6ds 的 点 电荷 ,由 库仑 定律 ,引力 微 元 
kadds 0 
(Tz 十 yy 十 a’) 
kad zi ] 天 
加 ge 于 i 1 + (zx/y) dz 
_ kaqRoCGit yi + ak) 
[yl (r+ yy +a) 
kaqRdx kqRox 
履 “= 一 Iy| (CR 十 A TT (CRz + a VR Zi 
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图 6. 30 


dF 一 


dx. 


dz，, 


kaRo 


ad 之 0， 

jp kaRGBy gy CR: 十 - a 3 2 
- ly Ra 加 kafkes 了 ,一 0 
CR? 十 ce)32 1+， 2 ? 


AR 有 Rod , dz 
(RI TA) VR x 
R R 
PF =2| dF.=0,F,=2| dF,= 
-天 -天 
2kaRoa | dx 加 2xkgq Roa 
CR: a) /Ri 7 (RE 十 az) 2 


dr. 一 


天. = ?| dF, 
于 是 ,所 求 引 力 为 


FP = FitFj +t Fk de 


(R? 二 a) 3 


2xkqROa 方向 坚 直 向 上 . 


(CR: 二 a) 


例 32 证 明 古 尔 侈 第 一 定理 ; 弧 CC4B) 绕 着 不 与 它 相 交 的 
轴 旋 转 而 成 的 旋转 面 的 面积 等 于 这 个 弧 的 长 度 与 这 弧 的 质心 所 画 
出 的 圆周 之 长 的 乘积 


证 ” 设 弧 CC(A4B) 的 方程 是 y= 二 yCz) (< 委 7 魏 z), 则 C 绕 
tity 
x 轴 所 得 旋转 而 面积 为 S, 一 2r| yds 


引力 大 小 为 


又 曲线 C 的 弧 长 为 * = | ds, 而 弧 的 质心 的 纵 坐标 为 7 = 
| 


(8B) (Ca (8) CB) 
?| yds 一 ds 。 zr| | yd 咱 ds |= SS。 277. 
(A) (1) (A) (A) 


例 33 证 明 古 尔 金 第 二 定理 ;面积 S 绕 着 不 与 它 相 交 的 轴 旋 
转 而 成 的 旋转 体 体积 等 于 面积 5 与 这 面积 的 质心 所 画 出 的 圆周 长 
的 乘积 
下 讽 面 积 的 边 潮 曲线 由 y= 二 y(t7) 和 yy 二 yz(7) 组 成 (其 
中 二 C7) 之 六 二 (7)), 则 面积 $ 绕 x 轴 旋转 所 得 旋转 体 体积 
* 488 。 


为 V, -一 | 《35 一 yi)dz. 
而 面积 质心 的 纵 坐 标 了 一 | “(3 一 39)dz/(2S). 所 以 
VV, 一 IT， os -一 yi)dr/ 2S) |s 一 9 。 277, 


例 34 旋转 体 容 器 是 什么 形状 时 ,才能 使 液体 流出 时 ,液体 
表面 的 下 降 是 均匀 的 ? 

解 。 如 图 6. 31 建立 坐标 系 . 设 孔 的 半径 
为 单位 厘米 .小 孔 中 流出 液体 流量 为 


dQ = nvdt 一 ne v2gydr. ET dy 

而 容器 内 减少 的 液体 量 为 4(y)dy， NA 
故 由 nc V2gydt = A(y)dy ° 
di Al(y) 

dy 7 /ory 图 6. 3] 

dn A 
由 赴 设 地 是 常数 ， Ydy 人 上 , 则 有 

ACY) 


re VD 3 1 y ! 为 渭 数 


因为 旋转 体 是 由 y = f(x) 绕 y 轴 旋转 所 得 , 故 A(y) = rr， 
所 以 
2 一 cc 为 第 数 ). 
即 旋转 曲面 是 由 曲线 y = ce 旋转 而 成 的 . 
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记 | [0] CI 
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LL i Mh i i iE [CCI CCDCDCICDI | 记 [0] 
LL CCCICOI [CCI CDCI]CDI CDCICICDI 记 记 ] 让 
记 [DID 户 | 广 CCICLCICDI CCICICDI CCD]I LL [0 
LL EE Eh Ea EE 可. 匡 也 玉 可 | 民 避 EE CCCICDI 记 [C0] 
LL CCDCDI EE | | | | | WE EE Ed CCIDLICO LL [0 
记 CDI CJCICOI CCILICO CCIDLICO [0] [C0] 
CCDCICDI EE | CCIDLICO 记忆 |] | i 
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